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0.1 Introducao

J. J. Thomson propds em 1897 o modelo do "pudim de Natal" para o atomo.
Nesse modelo, os elétrons eram "corpusculos" flutuando em uma sopa com
carga elétrica positiva uniformemente distribuida. Na analogia com o "pudim",
os elétrons eram como as passas e a sopa positiva a massa do pudim. Um pro-
blema interessante nesse modelo é calcular as configuragoes de menor energia
(ground state) de como os elétrons podem se distribuir no "pudim". Consi-
derando o modelo de forga elétrica de Coulomb, temos que duas particulas de
mesma carga se repelem com forga:
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onde r é a distancia entre as particulas. A forca de Coulomb é um campo
gradiente, ou seja, fixada uma particula, podemos escrever F' = VU, assim
temos uma func¢do de energia potencial. Para o conjunto de particulas, temos:
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onde ' € R®. Considerando que as particulas estdo confinadas a uma bola
B, :={x : ||z|| < r}, e sendo a for¢a de repulsdo, nossa intuigdo nos diz que as
particulas tendem & fronteira. Assim, podemos simplificar o problema, supondo



inicialmente as particulas ja na fronteira (e, de fato, estando 14, como a forca age
na reta que liga as particulas e B, é convexo, a forca faz com que as particulas
permanegam na fronteira). Assim, podemos considerar o problema de minimizar
a funcdo de energia na esfera $2. Considerando todas as particulas de mesma
carga (como no modelo de Thomson) podemos retirar as constantes e considerar
o problema:
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onde ' € R3. Assim, temos um problema de otimizacio com restricoes de
igualdade em R3" onde n é o ntiimero de particulas.

Mesmo nao tendo sido o modelo de Thomson muito bem sucedido no objetivo
de explicar as propriedades do atomo (logo Rutherford mostrou, com sua famosa
experiéncia, que a maior parte do dtomo é vazia), o problema de Thomson
ainda tem aplicagoes importantes em biologia computacional e em quimica, por
exemplo, no arranjo de proteinas que formam a membrana de virus esféricos ou
na teoria VSEPR (Valence shell electron pair repulsion).

Outra propriedade interessante é que este problema tem uma natureza com-
binatoria muito interessante. Intuitivamente, as solugdes globais de (1) nos dao
uma forma de distribuir de forma homogénea particulas sobre uma esfera. Dessa
forma, esperamos que para uma quantidade suficiente de pontos, o fecho con-
vexo de {x!,...,2"} seja uma boa aproximagido discreta para a esfera. Nao é,
portanto, surpreendente que as solugoes globais do problema de Thomson para
n =4,8,12,20 sejam os poliedros de Platao correspondentes.

Para resolver esse problema, utilizaremos o algorimo ALGENCAN. Discu-
tiremos brevemente esse algoritmo e apresentaremos em seguida os resultados
obtidos aplicando este método para o problema (1) tal como enunciado ante-
riormente e com ligeiras modificagdes. Foi utilizada a implementacdo do AL-
GENCAN disponivel na biblioteca TANGO - Trustable Algorithms for Nonli-
near General Optimization !, originalmente escrita em Fortran. Neste trabalho
foi usada a interface C para a biblioteca. Para gerar a visualizagdo, usou-se
OpenGL.

0.2 Algoritmo ALGENCAN

0.2.1 Overview do Algoritmo

O ALGENCAN (JABMSO07] e [ABMS05]) é um algoritmo desenvolvido para
resolver problemas de otimizacao com restrigoes de igualdade e desigualdade,
seguindo a filosofia dos métodos de Lagrangeano Aumentado. No nosso caso,
temos apenas restricoes de igualdade, portanto vamos discutir esse caso mais
especifico, ou seja, do problema:

min f(x) s.a. h(z) =0 (2)

onde f: R® — R e h: R® — R™ sdo fungoes de classe C'. Esse problema ¢
resolvido, minimizando o Langrangeano aumentado:

!Disponivel em www.ime.usp.br/~egbirgin/tango/
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A esséncia desse método é usar o tltimo termo penalizar a violacdo de viabi-
lidade. Quando p — oo, os minimos de L,(-, A) tendem a pontos viaveis (pois o
termo de penalizacdo torna o valor de L, nos pontos nao viaveis muito grande).
Mais formalmente, se pr, — oo e {A;} é um conjunto limitado e:

z* € argmin, L, (z, \*)

entdo todo ponto de acumulagdo de {z*} converge a uma solu¢do global de (2).
A prova desse fato é bastante simples e pode ser encontrada em [Ber99]. Sob as
mesmas condicoes, se tivermos zF — z* temos:

N4 pph(xF) — N*

Assim, os métodos de Langrangeano aumentado permitem que recuperemos
tanto a solugao 6tima quanto os multiplicadores de Lagrange.

O ALGENCAN usa uma formulagao ligeiramente diferente do Lagrangeano
Aumentado do que (3). Dada por:

m A 2
Lop) = )+ 53 (i) + ) (4)
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Um método tipico de Lagrangeado Aumentado é composto de Iteragoes Exte-
riores e Interiores. Comecamos com um par (z°, A\%). Em uma Itera¢do Exterior
é achado um minimo global (ou um bom minimo local) de L, (-, \F) e em seguida
atualizamos os multiplicadores e os parametros de penalidade. E esperado que
as Iteragoes Externas proporcionem uma melhora de complementariedade e/ou
viabilidade, ou seja, que os termos A\ h(z) e ||h(x)|| sejam menores.

Note que em muitos casos, é interessante tomar parametros de penalizacao
diferentes para cada restricdo. Assim, em (4) substituimos p por p;.

De forma geral, sao usadas regras classicas de correcao de primeira ordem
para os multiplicadores de Lagrange (como indicado em [ABMS07]) e é imposta
a condigao de que os multiplicadores devem pemanecer limitados.

As iteracoes Interiores correspondem & minimizacdo (irrestrita ou em um
conjunto simples, como uma caixa) do Langrangeano Aumentado. O ALGEN-
CAN usa o GENCAN nessa etapa, um método de minimizagdo em uma caixa
que utiliza o Método do Gradiente Espectral Projetado (ver [BM02]) para mais
detalhes.

0.2.2 Principais Paradmetros

O ALGENCAN recebe os seguintes parametros:
e ponto inicial 2 € R®
e 7€[0,1)
e y>1

e p>0



e bounds AP < \max
e \0 € R™ tal que AP < \9 < \max
e sequéncia {ex} com g — 0

O algoritmo inicializa = e A com os valores iniciais dados. Em seguida, para
cada iteracdo, o algoritmo tenta achar z* :

IVL(z", A, o)l < en ()

Em seguida atualizamos os multiplicadores, fazendo \**! igual a A +pph(2")
e projetando cada componente no intervalo [)\‘i“in, A"@x] A atualizagdo dos pa-
rametros de penalizacio se da da seguinte forma: se ||h(z%)]/oco < 7||A(2* )| o0
entao px4+1 = pi. Senao, fazemos prr1 = Ypk

Ou seja, verificamos se houve ganho significativo de viabilidade - se houve,
mantemos o parametro de penalizacdo, sendo, aumentamos ele de um fator ~.
No codigo, chamamos 7 de RHOFRAC e v de RHOMULT.

0.3 Solucao Direta

0.3.1 Definindo as funcoes

Para resolver o problema de Thomson (1) usando ALGENCAN, temos que
primeiro definir a funcdo objetivo e a funcao que define as restri¢ées, bem como
o gradiente e hessiana destas. Uma opcao que o software desenvolvido por
Martinez e Birgin nos da é a de usar diferencas finitas para calcular o gradiente
e a hessiana. Como no caso podemos fornecer esses valores exatamente, temos
maior precisao e menor custo computacional do que se tivéssemos que calculé-los
por diferencas finitas. Temos:

f(‘rlv ’xn) = Z #

||zt — ||
1<J
L
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As restricoes sdo dadas por ¢ : R — R"™, onde a k-ésima restricdo diz que
a k-ésima particula esta na esfera $2.

Ck(mla 7'1:") = kaH2 -1

2t =k
Voion(at, . a) =
(@) {0 ik
oT i—j—k

0  caso contrario

V2, ick(zt, . a") = {



0.3.2 Experimentos Iniciais

Foi feito um primeiro teste com o0 ALGENCAN definindo, além da funcéo, o
gradiente e a hessiana (para ndo precisarmos usar diferengas finitas). Usamos
a opcao HPTYPE = 4, que significa que aproximamos a Hessiana por uma
correcdo BFGS de uma aproximacao Gauss-Newton da Hessiana. Usa-se tam-
bém uma corre¢do espectral para forcar que a aproximagdo Gauss-Newton seja
definida positiva. Foi usado nesse primeiro experimento RHOMULT = 10 e
RHOFRAC = 0.5, deixando o algoritmo escolher automaticamente o parame-
tro de penalizacao. Daqui para a frente, quando nada for dito, estamos usando
os parametros descritos acima no ALGENCAN para o problema (1). So6 serdo
mencionadas as caracteristicas de cada execucdo que diferem dos parametros
apresentados acima.

Os pontos iniciais sio gerados aleatoriamente sobre a esfera $2. Intuitiva-
mente, esperamos que a solugdo do problema (1) seja um conjunto de pontos
bem distribuidos na esfera, logo é bem natural j4 comecarmos com um conjunto
de pontos bem espalhados. Utilizamos o seguinte algoritmo para gerar um
ponto p € $2 de tal forma que sua distribuicdo de probabilidade seja uniforme
na esfera: Consideramos um mapa g : [0, 27] x [0, 7] — $2 dado por:

g(0,®) = (cos @ sin ¢, sin 0 sin ¢, cos @) (6)

O elemento de volume nessa superficie é dado por: ||gg X gs|| = |sin ¢|, logo
a distribuicao de probabilidade de (6, ¢) deve ser proporcionar a |sin¢|. Uma
maneira de fazer isso, tendo uma funcdo Uniforme() que retorna um valor
uniformemente distribuido no intervalo [0, 1] e uma fungdo Moeda () que retorna
k € {verdadeiro, falso} com igual probabilidade, podemos fazer da seguinte
forma:

¢ = arccos( Uniforme() )
Se ( Moeda() ) entdo ¢ =71 — ¢
0 = 27 Uniforme()

Esse procedimento leva a uma distribui¢do uniforma na superficie da esfera,
pois, analisando ¢ € [0, 7/2], temos:

¢ 2w
P(p < ¢) = ﬁ/o /0 sin ¢dld¢ = %(1 — cos @)

Assim, podemos ver que o algoritmo apresentado produz exatamente a dis-
tribuicao de probabilidade em ¢ correspondente & distribui¢do uniforme na su-
perficie da esfera. Os resultados dessa abordagem se encontram na Tabela 1,
onde n é o numero de particulas, f* é a solucao 6tima encontrada pelo ALGEN-
CAN, OI é o namero de Itera¢oes Externas (Outer Iterations), II é o ndmero de
Iteragoes Internas (Inner Iterations), LFE é o nimero de vezes que o Lagran-
geano foi avaliada, LGE o nimero de vezes que o gradiente do Lagrangeano foi
avaliado e tempo é o tempo de execucao do algoritmo em segundos.

Este experimento, bem como os demais, tiveram seu tempo medido em um
AMD 64bits com 1GB de meméria RAM. Os resultados se encontram documen-
tados na Tabela 1. Uma checagem dos resultados pode ser feita em [HSS97].
Foram conseguidos nesse experimento alguns resultados ligeiramente melhores
que os documentados em [HSS97].



Por esta tabela, o valor 6timo apresenta um bom comportamento com n. O
comportamento se assemelha muito a uma quadratica, ao menos para n entre
3 e 100. O ajuste de um polinémio quadratico aos dados da tabela acima nos
da o polinémio: 0.4692n2 — 2.6093n + 12.923 com coeficiente de determinacio
R? ~ 1. O grafico do valor de f* como fungao de n se encontra na Figura 1.

Tabela 1 - Primeiros Experimentos

n fr Ol I LFE LGE tempo
3 1.732 3 14 39 22 0.01
4 3.674 4 22 40 34 0.01
5 6.474 4 25 38 34 0.01
6 9.984 4 23 57 35 0.01
7 14452 5 55 141 72 0.01
8 19.674 5 47 91 60 0.01
9 25.759 6 53 96 70 0.02
10 32.716 6 57 125 7 0.02
11 40.595 6 75 126 94 0.03
12 49.163 6 50 109 67 0.03
13 | 58.8522 7 99 193 120 0.03
14 | 69.3044 7 63 104 83 0.03
15 | 80.6668 7 86 148 108 0.05
16 | 92.9186 8 7 117 96 0.05
17 | 106.047 8 126 279 150 0.08
18 | 120.080 8 99 201 124 0.05
19 | 135.087 9 193 454 222 0.13
20 | 150.878 9 93 161 117 0.06
21 167.636 9 191 417 221 0.15
22 | 185279 9 105 177 128 0.08
23 1203.925 10 110 204 136 0.09
24 223.34 10 85 147 111 0.06
25 243.802 10 141 286 167 0.13
26 265.127 11 129 238 161 0.10
27 | 287.294 11 101 166 129 0.10
28 | 310.479 11 102 189 134 0.10
29 | 334.618 11 213 436 244 0.22
30 | 359.593 12 164 326 202 0.16
31 | 385.517 12 100 181 131 0.13
32 | 412.243 12 96 176 128 0.09
33 | 440.195 11 187 384 219 0.25
34 | 468.889 8 160 315 187 0.19
35 | 498566 & 246 530 280 0.39
36 | 529.118 8 303 643 331 0.45
37 | 560.622 8 210 424 237 0.33
38 |593.026 7 139 254 161 0.17
39 |626.374 7 121 193 139 0.19
40 | 660.657 7 136 220 154 0.21
41 695.895 7 127 212 148 0.20
42 | 732.053 7 104 176 125 0.16
43 | 769.161 7 370 818 402 0.69
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Figura 1: Comportamento de f*(n)

A anélise dos demais dados feita na Figura 2 (o tempo se encontra no eixo-y
secundario) nos mostra que eles sdo altamente correlacionados - de fato, sdo
todos medidas do esforco computacional para a execucao do algoritmo. Isso é
intuitivo - afinal, o nimero de vezes em que o Lagrangeano (ou seu gradiente)
é avaliado, guarda uma relagao intima com o ntimero de iteragoes internas. E
quanto mais iteragoes do algoritmo, maior o tempo de execugao. De todas essas
medidas, o tempo é menos confidvel, pois ndo é independente da plataforma
de execugao e sua medicao é incerta, pois é dificil separar o tempo em que o
algoritmo esta de fato executando de outras tarefas do processador.

E curioso que ndo ha um padrao claro nas medidas de esforco computacional.
Globalmente, vemos um aumento do esfor¢co computacional com o crescimento
do n, mas mesmo assim, valores muito préoximos de n tém medidas de esforco
associadas bastante distintas. Por exemplo, para n = 19 o tempo de execugao
¢ 0.13 segundos, para n = 20 temos 0.06 segundos e para n = 21 um valor
novamente alto de 0.15 segundos. Como os pontos iniciais sdo escolhidos aleato-
riamente, podemos creditar essas diferencas aos valores iniciais. Poderiamos ter
escolhido, por exemplo, um conjunto inicial de posi¢oes bons para as particulas



no caso n = 20 e conjuntos nao tao bons para n = 19 e 21. Vamos repetir
os experimento para alguns valores (entre 15 e 25) varias vezes e tomarmos a
média. Na Tabela 2, executamos o algoritmo 50 vezes para cada caso, com
um conjunto de pontos aleatoérios diferente em cada caso. Os resultados estao

plotados na Figura 3.

A média e o desvio padrao em 50 execucoes nos sugerem que realmente o
problema com n = 20 é mais facil que os prolblemas com n =19 e 21. A razao
para isso nao é clara. Me indago se pode haver alguma relacdo com o fato de

existir um poliedro de Platao com 20 vértices.
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Figura 2: Medidas do tempo de execu¢ao do ALGENCAN

Tabela 2 - Média de 50 execugoes

n  LFE medio LFE desvio padrao
15 142.02 26.6169
16 137.26 22.0752
17 169.7 30.0701
18 160.96 29.2711
19 393.7 58.7518
20 182.68 25.5001
21 344 78.9159
22 194.62 40.1517
23 186.98 31.0776
24 170.58 18.5947
25 429.6 119.056
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Figura 3: Media e desvio padrao de LFE em 50 execucoes

0.3.3 Escolhendo os pontos iniciais

Alguns experimentos foram feitos estudando-se outras formas de se escolher os
pontos iniciais. O primeiro deles foi o seguinte: utilizar valores da solucao para
n particulas na execugio do algoritmo para n + 1 particulas. Se (z?,...,2") é a
solucao do problemas com n particulas e A € R™ é o conjunto de multiplicado-
res de Lagrange, fornecemos o (z?,...,2", y) e (X,0) como entrada da iteragio
seguinte (onde y € $2) ¢ um ponto tomado aleatoriamente na esfera. Os resul-
tados desse experimento indicaram um comportamento semelhante ao anterior,
ou seja, nao ha melhora significativa na maioria dos casos. Uma comparagao das
LFE com os pontos tomados aleatoriamente (linha azul) e usando o resultado
do algoritmo para o n anterior (linha vermelha) se encontra na Figura 4.
Outro experimento interessante é analisar o comportamento do método proé-
ximo a pontos estacionarios (principalmente proximo a minimos locais, que néo
sdo o minimo global). Considere as seguintes duas configuragoes estacionarias:

e Arranjo dos pontos no equador: Os n pontos sio dados por x* = (cos 0y, sin 8, 0),
onde 6 = 27k/n. Esse ¢ um minimo local do problema : se fato, é o mi-
nimo global do problema para n = 3 e o minimo global do problema
restrito a $! (Figura 5.d).

e n — 2 pontos distribuidos uniformemente no equador ($2 N {(z,y,2) : 2 =
0}) e os dois pontos restantes nos polos, i.e., (0,0,1) e (0,0,—1) (Fi-
gura 5.c). Essa configuracdo é o minimo global do problema para n =
5 (di-piramide triangular) ,6 (octaedro) ,7 (di-piramide pentagonal) .

Comegando nessa configuragdo, o método converge sempre para esses mini-
mos locais ( isso foi testado para n < 100 ). O préximo passo é tomar os pontos

10
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Figura 4: Dois modos de se escolher os pontos iniciais

iniciais nao nessas configuragoes, mas em uma pequena perturbagao dessas con-
figuragoes, e ver se eles de fato voltam a elas ou se eles tendem ao minimo global.
Tomamos:

2% = (cos(y + 60) sin(m/2 4 66), sin(y, + 60) sin(m/2 + 66), cos(7/2 + 5¢))

onde |§6| e |d¢| sdo angulos muito pequenos. Nesses experimentos se constatou
que para perturbagdes pequenas ( [06|, |50 ~ 10~ ) o caso n = 4 continua con-
vergindo para o minimo local com todas as particulas no equador - aumentanto
ligeiramente a perturbacao, o método passa a convergir para a solu¢ao global
- o tetraedro. No caso n = 5 é necessaria uma perturbacao ainda menor para
que o método permaneca preso na solucao local. Para n = 5, perturbagoes de
|69, [06] ~ 1075 fazem com que o método convirja para a solu¢do local. Para
n = 6, uma perturbacio da ordem de 10~° nido é mais suficiente.

Adicionamos uma perturbagio semelhante no arranjo com n — 2 elétrons no
equador e 2 nos polos. Para n < 8 uma perturabacio da ordem de 10~* faz com
que o método convirja para a solugio local. Para n < 7 isso é de certa forma
esperado, pois esta é a solucao global. Para n = 8, a solucao global é o anti-
prisma quadrado, mas, mesmo assim, para perturbagoes pequenas, conseguimos
convergéncia para esse minimo local. Para n > 8, o método converge para a
solucao global. Ou seja, a bacia de atragao dessa solugao é maior que a da
solucao com todos os pontos no equador. Isso é, ja de certa forma, esperado.
Fisicamente, essa configuracao é mais estavel que a configuracao com todos os
pontos no equador. A situagdo fisica de n cargas distribuidas uniformemente
no equador gera um equilibrio delicado - qualquer pequeno deslocamento tira
as cargas do equilibrio. Assim, é esperado que a bacia de atracao dessa solucao
nao seja muito grande.

A Tabela 3 ilustra o valor 6timo obtido e o tempo de processamento para o
ALGENCAN mudando apenas o modo como os valores iniciais sao escolhidos.

11
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Figura 5: (a) Configuragio inicial com os pontos sorteados aleatoriamente; (b)
solugdo para o problema com pontos iniciais dados por (a); (¢) arranjo com n—2
pontos no equador e 2 pontos nos polos; (d) arranjo com n pontos no equador

Nao foi notada uma diferenca sensivel nos resultados, a menos de alguns casos
especiais, com n = 47 onde os pontos distribuidos no equador com uma pequena
perturbacao levaram a um resultado melhor que os pontos sorteados aleatoria-
mente sobre a esfera. No entanto, nesse mesmo caso, o tempo de processamento
para os pontos sorteados aleatoriamente é quase a metade do tempo de proces-
samento do algoritmo com os pontos inicialmente distribuitos uniformemente
no equador e depois perturbados.

Tabela 3 - Escolhendo os pontos iniciais

12

RANDOM EQUATOR + NOISE | POLE + NOISE
n f* tempo f tempo f tempo
3 | 1.73201  0.01 | 1.73201 0.01 1.73201  0.01
4 | 3.67421 0.01 3.8284 0.01 3.8284 0.01
5 | 647457  0.02 | 6.47479 0.01 6.47457  0.01
6 | 9.98482  0.01 | 9.98573 0.01 9.98482  0.01
7 | 14.4528  0.01 | 14.4528 0.02 14.4528  0.01
8 | 19.6748 0.01 | 19.6748 0.01 19.9488  0.01
9 | 25.7598  0.03 | 25.7598 0.02 25.7598  0.01
10 | 32.7164 0.03 32.7164 0.02 32.7164 0.01



11 | 40.5953  0.03 | 40.5953 0.04 40.5953  0.02
12 | 49.163 0.03 | 49.1629 0.02 49.163 0.03
13 | 58.8522  0.04 | 58.8521 0.04 58.8522  0.05
14 | 69.3044  0.03 | 69.3044 0.02 69.3044  0.04
15 | 80.6668  0.04 | 80.6668 0.05 80.6668  0.04
16 | 92.9099  0.05 | 92.9099 0.06 92.9099  0.04
17 | 106.047  0.05 | 106.047 0.04 106.047  0.06
18 | 120.08 0.04 120.08 0.05 120.08 0.06
19 | 135.087  0.13 | 135.087 0.11 135.087  0.13
20 | 150.878  0.06 | 150.878 0.1 150.878  0.06
21 | 167.636 0.1 167.636 0.11 167.636  0.08
22 1 185.299 0.11 185.279 0.06 185.279  0.07
23 | 203.925 0.12 | 203.925 0.07 203.925  0.09
24 | 223.34 0.08 223.34 0.09 223.34 0.1
25 | 243.802  0.19 | 243.802 0.24 243.802  0.21
26 | 265.127  0.15 | 265.127 0.15 265.127  0.15
27 | 287.294  0.11 | 287.294 0.13 287.294  0.09
28 | 310479  0.11 | 310.479 0.14 310479  0.11
29 | 334.627 0.24 | 334.618 0.31 334.618  0.23
30 | 359.593  0.13 | 359.593 0.26 359.593  0.14
31 | 385.517  0.12 | 385.517 0.16 385.517  0.16
32 | 412.243  0.11 | 412.243 0.1 412.243  0.11
33 | 440.2 0.4 440.2 0.35 440.2 0.31
34 | 468.889  0.29 | 468.889 0.21 468.889  0.23
35 | 498.57 0.27 | 498.566 0.46 498.566  0.26
36 | 529.118  0.57 | 529.118 0.53 529.118  0.51
37 | 560.622  0.38 | 560.622 0.4 560.613  0.24
38 | 593.026 0.2 993.026 0.17 593.036  0.29
39 | 626.374  0.19 | 626.426 0.56 626.374  0.19
40 | 660.707 0.4 660.707 0.23 660.657 0.2
41 | 695.895  0.22 | 695.895 0.23 695.895  0.22
42 | 732.053  0.27 | 732.053 0.28 732.053  0.24
43 | 769.161  0.49 | 769.161 0.83 769.161 0.39
44 | 807.139  0.59 | 807.139 0.41 807.139 0.4
45 | 846.148  0.77 | 846.148 0.32 846.148  0.87
46 | 886.161  0.41 | 886.161 0.43 886.16 0.42
47 1 927129  0.33 927.05 0.63 927.05 0.64
48 | 968.7 0.41 968.7 0.42 968.7 0.53
49 | 1011.54  0.32 | 1011.54 0.51 1011.54  0.39
50 | 1055.16 0.4 1055.16 0.38 1055.16  0.47

0.3.4 Iterpretando os multiplicadores de Lagrange

A condicado de Lagrange V,L(z,A) = 0 tem uma interpretacao fisica particular
nesse problema. De fato, pensando que a funcao objetivo f : R® — R € uma
energia potencial U(x!,...,2™) , temos que:

VaiLl(z,\) =V U(z!, ..., 2") +2Mz' =0

Como —V,:U(x!,...,z") = Zj# F};; onde F}; é a forca que o elétron j exerce
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no elétron i. Temos que a condicao Lagrangeana é equivalente & Terceira Lei
de Newton. No caso, a componente —2\;2° é a forca normal que a "superficie
esféricaexerce nos elétrons. Sob a o6tica da Terceira Lei de Newton, a condigao
Lagrangeana nos diz que a resultande de forgas sobre o elétron (sem contar com
a normal da esfera) é perpendicular & superficie, ou seja, ndo ha componente
de forcas que facam os elétrons deslizarem pela superficie. Pela simetria do
problema, imaginamos que os multiplicadores sao todos muito parecidos - nao
parece que uns elétrons facam muito mais forga sobre a esfera que outros. E, ou-
tra coisa que parece intuitiva é que, nas configuracoes de equilibrio, a resultante
de forcas sobre a esfera seja nula. E, de fato, pelo menos para valores pequenos
de n, isso pode ser verificado empiricamente. Para uma prova analitica, basta
ver que F;; = —I}; e analisar

Z VIIL(x, )\) = Z(— ZFji + 2)\”:1') = 22 /\il‘i =0
i i i i

Analisemos o vetor de multiplicadores de Lagrange para valores pequenos
de n.

=3 )\ =[0.288666,0.288653,0.288677]
=4 )\ =10.45927,0.459272,0.459271, 0.459276)
A =[0.64219,0.655296,0.642196,0.642188,0.655297]
n=6 \=0.831986,0.831986,0.831997,0.83199, 0.83199, 0.831997]

De fato, analisando a média e o desvio padrdo do conjunto {Ag, ..., A, } bem
como a soma das forcas aplicadas sobre a esfera, dada por: ), A\iz?, vemos que
a forca aplicada sobre a esfera é bem proxima de zero e que os multiplicadores
se encontram uns muito proximos aos outros (eles apresentam um desvio padréo
baixo), 0 que mostra que todos os elétrons, no ground state exercem uma forga
semelhante na esfera.

Tabela 4 - Interpretando os multiplicadores

n  media {\;} desvio {\;} >Nt

3 0.288665 9.93233e-06 (1.40564¢-05, 9.63922¢-06, 3.53419¢-06)
4 0.459272 2.27439e-06 (3.29486€-06, 4.76609¢-06, -1.6011e-06)
) 0.647433 0.00642029  (4.40766e-06, -3.35451e-05, -3.78374e-06)
6 0.831991  4.79667e-06  (1.94923e-07, 3.06743e-07, -5.17119¢-08)
7 1.03231 0.0148424 (-1.3258e-05, 1.6178e-06, 8.94089¢-06)
8 1.22961 1.31163e-05 (-5.215e-06, 1.01456¢e-05, 4.08094e-05)
9 1.43107 0.00603142 (3.91376€-05, -1.6707e-05, -1.53367¢-05)
10 1.63577 0.0063065 (-9.55684e-06, -1.49555e-05, 5.08314¢e-06)
11 1.84513 0.0105327 (-2.36439e-06, 1.21271e-05, 1.91959¢-05)
12 2.04827 1.58214e-05  (3.53617e-08, -5.13037e-08, 7.92983e-08)
13 2.26346 0.0129967 (-9.3198e-06, 9.51499¢-06, 3.51653e-06)
14 2.47501 0.0137982 (3.6991e-05, 8.15338e-05, 3.54657¢-05)
15 2.68866 0.011355 (2.69568e-05, 1.0562¢e-05, 3.67111e-05)
16 2.9036 0.00686749  (1.10779e-05, -1.12216e-05, -1.72982e-05)
17 3.11887  0.000904371  (-3.17759e-05, -3.01226e-05, 2.65061e-05)
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18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

3.33529
3.55478
3.77174
3.99104
4.21047
4.43293
4.6526
4.87562
5.09835
5.31992
5.54384
9.7687
5.99287
6.21756
6.44071
6.66936
6.89495
7.12227
7.34873
7.57583
7.80263
8.03004
8.25775
8.486
8.7143
8.94303
9.17124
9.40074
9.63202
9.86198
10.0903
10.3215
10.5513

0.00551578
0.0135263
0.00450597
0.00941977
0.0061627
0.0142952
6.48095e-06
0.011919
0.012811
0.00753546
0.0114888
0.0142027
0.0090684
0.0126608
0.00696925
0.0144124
0.0141995
0.0134099
0.0109096
0.0136278
0.00941205
0.0158893
0.0154831
0.0152257
0.0140164
0.0138863
0.00959295
0.0107339
0.0142658
0.0154084
0.00989432
0.0154804
0.0143822

(-7.16054e-06, 4.22054¢e-05, 5.04064¢-05)
(4.02236e-05, -3.00393e-05, -9.61125e-06)
(1.092e-05, 1.16997e-05, 1.47763e-05)
-1.2163e-05, -8.08789¢-06, -7.03748e-06)
4.26677e-05, 1.85442¢-05, -2.05291e-05)
2.41627e-05, 1.35149¢-05, -1.44459¢-05)
1.54488e-05, -5.68695¢-05, -5.51356€-05)
(1.49523e-05, 4.12644e-05, 2.26505e-05)
(8.18478¢-06, -5.78501e-06, 3.39737e-05)
(-4.16927e-06, 1.52478e-05, 5.95513e-05)
(6.2717e-06, -1.21002e-05, 4.93664e-05)
(1.05208e-05, 2.00563¢-05, -5.28364¢-05)
(-9.61195e-06, -4.63988¢-06, -1.83318e-05)
(-3.30994e-05, 1.79343e-05, -7.40453e-06)
(-9.72102¢-10, 3.65086e-10, 1.65108e-10)
(-2.83783e-05, -1.09067e-05, 1.60099¢-06)
(3.57605e-05, 5.1193e-05, 2.88563¢-05)
(4.21759e-05, 8.50675¢e-05, -3.91532¢-05)
(-1.19141e-06, -1.11604e-06, 4.55496e-05)
(7.38682¢-06, 6.08749¢-05, 0.000130507)
(3.21103e-05, 1.87916e-05, 2.53543e-05)
(-1.13322¢-06, 3.55817¢e-06, 9.37668¢-06)
(-2.91821e-05, 3.26537e-05, 6.45996e-08)
(2.13519e-05, 1.45644e-05, -2.22571e-05)
( )
( )

(
(
(
(

4.99147e-05, -5.22763e-06, 4.66791e-05

-1.59796e-05, -2.7965e-05, -1.81916e-05

(-2.91984e-07, -2.87627¢-07, 3.07563e-07)
(3.17184¢-06, 3.79968¢-05, 3.94431e-05)

(-5.15988e-05, 3.08668e-05, 4.61446e-05)
(-1.62494e-05, -1.03416e-05, -1.25041e-05)
(-1.22834e-05, -1.0238e-05, 1.84675e-06)

(-1.10601e-05, 8.44213e-06, 2.81039¢-05)
(2.66926e-05, -2.62792e-05, 1.50821e-05)

0.3.5 Alterando parametros

Até esse momento, todos os experimentos foram feitos com RHOMULT = 10
e RHOFRAC = 0.5. Verifiquemos qual o efeito de alterar esses parametros.
Vamos fazer o teste para n = 100 pontos gerados aleatoriamente. Na Tabela
5 encontra-se o resultado de um experimento testando diferentes valores para
RHOMULT (que é o v discutido no inicio). O valor de RHOFRAC permanece
0.5.

Tabela 5 - Teste com valores diferentes de RHOMULT

RHOMULT fr Ol II LFE LGE tempo
2 444845 8 1095 2758 1145 8.12
4 444838 6 1241 3356 1292 9.58
8 4448.35 5 886 2582 920 6.71
16 4448.47 5 1835 5483 1926 15.37
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32 444841 5 1836 6437 1919 12.14
64 444833 4 669 1662 698 5.18
128 4448.35 4 278 779 299 2.29
256 4448.35 4 246 681 273 2.04
512 4448.35 4 330 944 352 3.07
1024 4448.35 4 287 783 319 2.56
2048 4448.35 4 480 1185 511 4.08
4096 444835 6 301 1175 332 2.47
8192 4448.35 9 300 1432 333 2.88
16384 4448.35 22 695 4194 775 7.12
32768 444829 3 308 1183 337 2.52
65536 4448.32 3 309 1171 338 2.55
131072 4448.33 3 317 1291 343 2.47
262144 444834 3 366 1574 398 3.03
524288 444835 3 395 1938 421 3.53
1048576 4448.35 3 470 2321 506 4.16

Como era esperado, quanto maior o valor de RHOMULT, menor o niimero de
Tteragoes Exteriores, pois alcancamos a penalizacdo ideal mais rapido. O custo
disso, no entanto, é trabalhar com nimeros maiores e portanto mais sujeitos a
erros de aproximagdo e truncamento. O melhor valor para f* foi conseguido
para RHOMULT = 32768. Como em geral ocorre nos problemas praticos, é
necessario achar um valor adequado para o pardmetro no tipo especifico de
problema que se esta trabalhando - nem muito grande nem muito pequeno.

No préximo experimento, vamos alterar o valor de RHOFRAC, deixando o
valor de RHOMULT constante igual a 10. O resultado desse experimento se
encontra documentado na Tabela 6.

Tabela 6 - Teste com valores diferentes de RHOFRAC

RHOFRAC fr oI 1II LFE LGE tempo
0.25 4448.35 6 483 1160 517 3.88
0.125 4448.35 6 307 902 336 2.22
0.0625 444835 6 284 732 315 2.06
0.03125 444835 6 294 862 323 2.23
0.015625 444848 5 922 2642 976 6.06
0.0078125  4448.46 5 1301 3736 1359 9.21
0.00390625 44484 5 1042 3348 1084 6.31
0.00195312  4448.33 5 1021 2717 1073 8.13
0.000976562 4448.33 5 288 899 308 2.32
0.000488281 4448.33 5 28 914 311 2.14
0.000244141 4448.33 5 286 735 310 2.01
0.00012207  4448.33 5 279 821 304 2.12
6.10352e-05 4448.33 5 264 657 285 2.02
3.05176e-05 4448.33 5 272 722 293 1.99
1.52588e-05 444833 5 260 727 283 1.98
7.62939%e-06 4448.33 5 279 714 303 1.93
3.8147e-06  4448.39 5 466 1257 494 3.18
1.90735e-06 444843 5 1023 2864 1078 7.99
9.53674e-07 4448.33 5 783 2009 823 5.68
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Se diminuimos o valor de RHOFRAC, o parametro de penalizacdo p é au-
mentado mais rapidamente, pois se exige que a viabilidae seja conseguida mais
rapido. Como podemos ver no experimento da Tabela 5, um valor de RHOFRAC
pequeno ajuda o algoritmo a melhorar os resultados e a diminuir o tempo de exe-
cucao, no entanto, um valor muito pequeno pode ser problematico - forcando o
algoritmo a aumentar o pardmetro p mesmo quando isso ndo é necesséario. Além
do que, trabalhar com valores muito pequenos é sempre bastante sujeito a erros
de aproximacao.

Outros parametros que a implementacdo do ALGENCAN disponivel na
TANGO oferece sao: GTYPE (que permite que usemos diferencas finitas ao
invés de uma fungao especifico para calular o gradiente) e HTYPE (que define
o método de calculo do produto da Hessiana por um vetor). Utilizar diferengas
finitas nesse método, ndo é, de acordo com a documentacao da TANGO, barato
nem seguro. Portanto nao consideraremos opcoes envolvendo diferencas fini-
tas. Quanto ao valor de HTYPE, comparamos na Tabela 7 os valores obtidos
usando as op¢oes 0, 4 e 9 do HTYPE. As demais opgoes ou nio se aplicam ou
se reduzem as ja mencionadas. De fato, ndo temos nesse problema restricoes de
desigualdade nem restrigoes lineares - que sao tratadas em especial em algumas
opgoes.

Tabela 7 - Experimentos com HTYPE

HTYPE =0 HTYPE =4 HTYPE =9

f* tempo f* tempo f tempo
1.73201  0.01 | 1.73201  0.01 | 1.73201  0.01
3.67421  0.01 | 3.67421 0.01 | 3.67421 0.01
6.47457  0.01 | 6.47457 0.01 | 6.47457  0.01
9.98482  0.01 | 9.98481 0.01 | 9.98482  0.01
14.4528 0.01 14.4528 0.01 14.4528 0.01
19.6748  0.01 | 19.6748 0.02 | 19.6748 0.01
25.7598  0.02 | 25.7598  0.01 | 25.7598  0.01
32.7164 0.02 32.7164 0.01 32.7164 0.02
11 | 40.5953  0.01 | 40.5953  0.02 | 40.5953  0.02
12 | 49.163 0.01 49.163 0.02 49.163 0.02
13 | 58.8522  0.03 | 58.8522  0.01 | 58.8522  0.04
14 | 69.3044 0.03 | 69.3044  0.02 | 69.3044  0.03
15 | 80.6668  0.05 | 80.6668  0.01 | 80.6668  0.04
16 | 92.9099 0.04 | 92.9099 0.04 | 92.9099 0.03
17 | 106.047  0.06 | 106.047  0.03 | 106.047  0.06
18 | 120.08 0.04 120.08 0.04 120.08 0.06
19 | 135.087 0.06 | 135.087  0.03 | 135.087 0.11
20 | 150.878  0.08 | 150.878  0.02 | 150.878  0.08
21 | 167.636  0.07 | 167.636  0.05 | 167.636  0.13
22 | 185.279  0.08 | 185.279  0.04 | 185.279  0.08
23 | 203.925 0.09 | 203.925 0.03 | 203.925 0.1
24 | 223.34 0.09 223.34 0.06 223.34 0.1
25 | 243.802 0.14 | 243.802 0.05 | 243.802 0.17
26 | 265.127 0.12 265.127 0.06 265.127 0.18
27 | 287.294 0.15 287.294 0.04 287.294 0.24
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28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
a0
51
52
93
o4
39
o6
57
98
99
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7

310.479
334.627
359.593
385.517
412.243
440.195
468.889
498.566
529.118
560.622
993.036
626.426
660.657
695.895
732.053
769.161
807.139
846.148
886.16
927.06
968.7
1011.54
1055.16
1099.8
1145.39
1191.9
1239.33
1287.74
1337.05
1387.34
1438.57
1490.73
1543.77
1597.88
1652.85
1708.86
1765.79
1823.65
1882.42
1942.1
2002.86
2064.51
2127.08
2190.61
2254.96
2320.59
2387.04
2454.31
2522.61
2591.84

0.12
0.18
0.19
0.15
0.15
0.2
0.2
0.26
0.26
0.26
0.32
0.3
0.39
0.22
0.3
0.47
0.39
0.48
0.46
0.59
0.46
0.38
0.5
0.54
0.53
0.64
0.72
0.76
0.72
0.57
0.7
0.77
0.82
0.7
0.98
1.54
1.22
1.01
1.6
1.01
1.01
1.23
1.33
2.17
1.03
4.18
1.95
2.45
4.67
4.49

310.479
334.618
359.593
385.517
412.243
440.2
468.889
498.566
529.118
560.622
593.036
626.426
660.657
695.895
732.053
769.161
807.139
846.148
886.16
927.06
968.7
1011.54
1055.16
1099.8
1145.39
1191.9
1239.33
1287.74
1337.05
1387.34
1438.57
1490.73
1543.77
1597.88
1652.85
1708.86
1765.79
1823.65
1882.42
1942.1
2002.86
2064.51
2127.08
2190.61
2254.96
2320.59
2387.04
2454.31
2522.61
2591.84

18

0.04
0.07
0.08
0.05
0.05
0.06
0.08
0.08
0.07
0.09
0.1
0.09
0.09
0.09
0.11
0.09
0.09
0.1
0.15
0.15
0.12
0.14
0.15
0.18
0.13
0.19
0.18
0.19
0.17
0.22
0.19
0.27
0.23
0.24
0.2
0.28
0.33
0.34
0.27
0.25
0.34
0.36
0.41
0.41
0.36
4.93
1.3
1.62
8.21
5.64

310.479
334.627
359.593
385.517
412.243
440.195
468.889
498.566
529.118
560.622
593.026
626.426
660.657
695.895
732.053
769.161
807.139
846.148
886.16
927.06
968.7
1011.54
1055.16
1099.8
1145.39
1191.89
1239.33
1287.74
1337.05
1387.34
1438.57
1490.73
1543.77
1597.88
1652.85
1708.86
1765.79
1823.65
1882.42
1942.1
2002.86
2064.51
2127.08
2190.61
2254.96
2320.59
2387.04
2454.31
2522.61
2591.84

0.12
0.15
0.26
0.16
0.32
0.27
0.24
0.34
0.5
0.39
0.81
0.48
0.37
0.31
0.32
0.66
0.5
0.55
0.76
1.15
0.7
0.7
0.46
1.22
2.04
2.82
0.68
0.51
0.62
0.71
0.5
0.7
1.08
0.97
0.88
1.74
1.3
0.94
2.39
0.7
1.08
1.5
1.17
241
1.59
13.98
7.47
7.59
19.91
22.01



78 | 2662.03 5.8 2661.97  2.98 | 2662.03 21.46
79 | 2733.23 541 | 2733.23  3.79 | 2733.23  33.02
80 | 2805.34 4.6 2805.42 6.9 2805.34  32.79

A opcao HTYPE = 4 é, de acordo com a Tabela 6, a menos custosa com-
putacionalmente. Usando essa op¢ao, o tempo de processamento é, em geral,
menor. No entanto, em alguns casos, os resultados nao sao tao bons quanto
aqueles produzidos pelas outras duas opcoes (0 e 9). Isso é bem ilustado pelo
caso n = 78. Isso ocorre pois com essa op¢do (HTYPE = 4) evitamos recalcular
a Hessiana a cada iteragdo. A opgdo (HTYPE = 0) é mais custosa que a opg¢io
(HTYPE = 4) pois temos que recalcular a hessiana em cada ponto. A opgao
(HTYPE = 9) se mostrou mais ineficiente que a (HTYPE = 0) na maioria dos
caso, mas produzindo resultados tdo bons quanto esta.

0.4 Variacoes do problema

0.4.1 Fixando um ponto

Se I' € O3(R), ou seja, se é uma transformacio ortogonal (I'TT =TT =1)
entao se f(I'z!,..,Tz™) = f(x!,...,2"), de fato, f s6 depende de ||z¢ — 27| e,
temos:

ITa — Tad|]? = (¢ — /) T D&’ — a7) = (2" — 29) (2" = 29) = [la’ — 272

Assim, dada uma solucao (global ou local), podemos achar uma infinidade de
outras solugoes solugdes pela agao do grupo O3(R). Assim, faz sentido pensar no
espaco de possiveis solugoes para esse problema modulo a relacao de equivaléncia
induzida no R? pela acdo desse grupo.

Outro grupo a considerar é o proprio S, - o grupo das permutacgoes de n
elementos. De fato, dada uma solugao x = (z?,...,2") e o € S, ({1, ...,n}) temos
que z7 := (z°W, ., 27(") também é uma solucdo do problema.

Resolver o problema de considerar as solucoes médulo S, é mais complicado,
pois ele tem um carater mais combinatério. No entanto, diminuir o espaco de
solugdes ( no que diz respeito a agdo de O3(R) é mais simples. Uma forma
de fazer isso, é fixar um ponto (isso ainda ndo toma o espaco modulo O3(R)
- isso s6 diminui o espago de possiveis solugoes). Se, dado um p fixo sobre a
esfera, obrigamos que: z° = p, j4 diminuimos o espaco de possiveis solucoes em
2 dimensoes - e note que nao descartamos nenhuma solucao, pois dada qualquer
solucdo, x, sempre existe um I' € O3(R) que leva 2° em p. Com isso temos 3
dimensodes e 1 restricdo a menos, ou seja, 2 dimensdes (no sentido topoldgico).

Fixando um segundo ponto nao temos mais um espago de solucoes equiva-
lente ao original, mas o que podemos fazer é fixar uma geodésica passando pelo
primeiro ponto fixado onde o segundo ponto deve estar. Vejamos como isso
afeta o algoritmo. Vamos fixar um ponto, e considerar o problema agora em
R3("=1 com:

n—1:—1 n—1
1 1
o) = 2 2 = " L T
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Tabela 8 - Um ponto fixado

n f 0] I LFE LGE tempo
3 | 1.73203 3 14 42 22 0.01
4 | 3.67422 4 24 58 36 0

5 | 6.47462 4 42 81 57 0.01
6 | 9.98499 4 26 45 36 0.01
7 | 14.4529 5 99 267 116 0.03
8 | 19.6749 5 69 124 87 0.02
9 | 25.7591 5 86 174 107 0.04
10 | 32.7166 6 74 127 92 0.01
11 | 40.5956 6 107 201 127 0.04
12 | 49.1635 6 68 116 84 0.03
13 | 58.8524 7 173 350 199 0.06
14 | 69.3048 7 84 140 102 0.04
15 | 80.6676 7 160 307 183 0.08
16 | 92.9103 8 135 226 157 0.08
17 | 106.048 8 229 490 259 0.15
18 | 120.081 8 163 312 188 0.09
19 | 135.084 8 357 791 389 0.25
20 | 150.878 9 119 209 146 0.12
21 | 167637 9 314 679 346 0.25
22 | 18528 9 177 322 203 0.13
23 1 203926 10 177 325 205 0.14
24 | 223.341 10 206 384 233 0.16
25 | 243.804 10 1245 3032 1323 1.11
26 | 265.128 11 302 615 334 0.35
27 | 287.295 11 210 407 241 0.19
28 | 310.481 11 265 524 297 0.24
29 | 334.621 11 522 1215 566 0.53
30 | 359.595 12 466 1015 514 0.47
31| 385.519 12 211 385 246 0.21
32 | 412.246 12 154 283 184 0.19
33 | 440.184 12 1177 2808 1250  1.57
34 1 468.898 9 471 961 501 0.56
35 | 498.553 8 369 772 395 0.58
36 | 529.118 8 1195 2752 1256  1.66
37 | 560.623 8 407 821 443 0.58
38 | 593.027 7 358 694 389 0.54
39 | 626.375 7 274 536 298 0.45
40 | 660.659 7 320 623 345 0.61
41 1 695.897 7 270 500 294 0.49
42 | 732.065 7 214 378 235 0.41
43 | 769.164 7 526 1176 562 1.21
44 | 807.143 7 877 1988 922 2.08
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45 | 846.181 7 880 2117 922 1.92
46 | 886.166 8 615 1396 653 1.25
47 1 927.056 8 844 1938 881 1.85
48 | 968.701 7 515 1117 545 1.08

De fato, o resultado dos valores 6timos foi muito semelhante aquele obtido
na Tabela 1, no entanto o esfor¢co computacional aumentou bastante. O tempo
de processamento nesse experimento foi, em média, o dobro do tempo de pro-
cessamento no experimento anterior. Na Figura 7, comparamos o numero de
vezes que o Lagrangeano foi avaliado em cada caso.

A restri¢do imposta, mesmo diminuindo a dimensao do espaco de solucoes
do problema de 2n para 2(n — 1), ndo apresentou ganho de eficiéncia. De certa
forma, essa restri¢do extra deu menos liberdade ao algoritmo para explorar o
espaco de possiveis solucoes e isso foi responséavel pela diminuicao de eficiéncia.

3500

2500

W®LFE1
4 LFE2
1500

Figura 6: Comparacdo do numero de avaliagdes do Lagrangeano Aumentado no
algoritmo com um ponto fixado (LFE 2) com o algoritmo sem nenhum ponto
fixado (LFE 1)

0.4.2 Tornando o problema irrestrito

Considerando uma parametrizacido da esfera g : R?> — 82 C R?, podemos
levar o problema (1) para um problema irrestrito em R?". Consideramos entdo
o problema de minimizar a fungao fa(y',...,y™) = f(9(y'), ..., g(y™)) onde y* €
R2. Assim, o gradiente é entdo dado por:

Vyifa(y) = Vo(y') - Vi f(x)
onde = = g(y') e Vg(y') = Jg(y)". Calculando as solugdes com a opcio
HTYPE = 4, i.e, usando aproximacoes do tipo BFGS para a Hessiana, usando
a parametrizacdo descrita em (6), com y = (0, ¢). Os resultados se encontram
na Tabela 9. Comparando esses resultados com a Tabela 1 em que foi usado
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o Método do Lagrangeano Aumentado para o problema tal como descrito em
(1), vemos que o tempo de execucdo diminuiu consideravelmente na maioria dos
casos, mas, em compensacao os valores encontrados nao sao tao bons quanto
aqueles na Tabela 1 em alguns casos. Voltamos a mesma questao discutida na
se¢do anterior: restringimos o espaco de busca do Algoritmo, tornando-o mais
propenso a cair em minimos locais. Agora, o algoritmo percorre os valores na
esfera. Anteriormente, ele podia percorrer o espaco de solucoes passando por
pontos que nao eram viaveis, tentando convergir a pontos vidveis que fossem
estacionérios.

Para resolver o problema irrestrito usando o GENCAN, temos que especificar
os limites das variaveis - definimos a regido viavel tipicamente como uma caixa.
No experimento da Tabela 9, fizemos um experimento sem caixa (ou seja, com o
algoritmo tendo liberade para explorar todo o R? e com as caixas [0, 27] x [0, 7]
e [-2m, 47] x [—m,27]. O problema da caixa [0, 27] X [0, 7] é que ela ndo captura
adequadamente a topologia da esfera ( uma devantagem clara desses métodos )
- por exemplo, nao fica claro que pontos com 6 proximo de zero e pontos com 6
proximos a 27 sao proximos. Aumentando o tamanho da caixa, capturamos de
alguma forma essas caracteristicas topologicas - e isso, de fato, leva a resultados
melhores em alguns casos, por exemplo, o caso n = 21, mesmo sob pena de um
maior esfor¢co computacional.

Para outros casos (como n = 38) o melhor resultado ocorreu para o problema
sem caixa, i.e., y € R2.

Tabela 9 - Resolvendo o problema irrestrito

y € R? y €[0,27] x [0,7] | y € [-2m,4n] x [, 27]
n f* tempo f* tempo f* tempo
3 1.73205 0.01 1.73205 0.01 1.73205 0.01
4 |3.67423 0.01 | 3.67423 0.01 3.82843 0.01
5 | 647469  0.01 | 6.47469 0.01 6.47469 0.01
6 | 9.98528 0.01 9.98528 0.01 9.98528 0.01
7 14.453 0.01 14.453 0.01 14.453 0.01
8 19.6753 0.01 19.6753 0.01 19.6753 0.01
9 25.76 0.01 25.76 0.01 35.9154 0.01
10 | 32.7169  0.01 | 32.7169 0.01 32.7169 0.01
11 | 40.5965  0.01 | 40.5966 0.03 40.5965 0.01
12 | 49.1653 0.02 49.1653 0.02 49.1653 0.01
13 | 58.8532 0.03 58.8532 0.05 58.8532 0.02
14 | 69.3064  0.02 | 69.3064 0.01 69.3064 0.04
15 | 80.6702  0.01 | 80.6702 0.05 80.6702 0.03
16 | 92.9204  0.01 | 92.9204 0.05 92.9117 0.03
17 | 106.05 0.02 106.05 0.06 106.05 0.04
18 | 120.084 0.04 120.084 0.04 120.084 0.16
19 | 135.089 0.05 135.091 0.06 135.089 0.09
20 | 150.882  0.04 | 150.882 0.05 150.882 0.08
21 | 167.642 0.07 169.66 0.01 167.642 0.24
22 | 185.288 0.04 185.288 0.05 185.288 0.03
23 | 203.93 0.04 203.93 0.07 203.93 0.05
24 | 223.347 0.03 223.395 0.13 223.348 0.07
25 | 243.813  0.08 | 243.813 0.15 243.813 0.08
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26 | 265.133  0.08 | 265.136 0.14 265.133 0.08
27 | 287.303  0.05 | 287.303 0.04 287.303 0.07
28 | 310.492  0.06 | 310.492 0.18 310.492 0.1
29 | 334.634 0.14 | 334.636 0.12 334.634 0.19
30 | 359.604 0.18 | 359.604 0.11 359.606 0.09
31 | 385.531 0.1 385.531 0.41 385.531 0.73
32 | 412.261  0.05 | 412.261 0.07 412.261 0.05
33 | 440.204  0.15 | 440.204 0.4 440.204 0.17
34 | 468.905  0.11 | 468.905 0.33 468.905 0.18
35 | 498.57 0.12 | 498.573 0.29 498.57 0.42
36 | 529.122  0.22 | 529.122 0.37 529.122 0.38
37 | 560.628 0.16 | 560.619 0.1 560.619 0.1
38 | 593.039  0.08 | 593.049 0.23 593.049 0.49
39 | 626.389  0.08 | 626.389 0.22 626.396 0.12
40 | 660.675 0.1 660.675 0.38 660.675 0.28
41 | 695.917 0.1 732.286 0.01 695.917 0.45
42 | 732.078  0.12 | 732.078 0.52 732.078 0.17
43 | 769.191 0.8 769.191 1.66 769.194 0.16
44 | 807.174  0.29 | 807.176 0.22 807.174 0.35
45 | 846.188  0.72 | 846.188 1.04 15.7396 0.06
46 | 886.17 0.23 | 886.167 0.38 886.17 0.41
47 | 927.062 0.3 927.059 0.28 742.911 0.01
48 | 968.713  0.19 | 968.713 0.48 968.713 0.31
49 | 1011.56  0.12 | 1011.56 0.19 1011.56 0.69
50 | 1055.18  0.17 | 1055.18 0.15 1055.18 0.14

08

0.6

04

02

Figura 7: Comparacao do tempo de execucdo para o problema irrestrito com
y € R? (azul), y € [0,27] x [0, 7] (vermelho) e y € [—2m,47] x [—7, 27] (amarelo)
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0.5 Conclusao

O problema (1) é um problema com vérias dimensoes e com varios minimos locais
- logo constitui um bom campo de testes para algoritmos de otimizacgao - ele
mede bem a capacidade dos métodos de evitar minimos locais e buscar minimos
globais. Ele admite funcao objetivo e restricoes suficientemente simples para
que possam ser escritas explicitamente com seus gradientes e hessianas mas ao
mesmo tempo suficientemente complicadas para que nao seja possivel calcular,
de forma facil, o minimo global analiticamente.

Testamos o método ALGENCAN (particulamente a implementagdo da TANGO)
nesse problema. Conseguimos bons resultados - alguns melhores do que os
conseguidos em [HSS97]. Foram testadas vérias configuragoes de parimetros,
variando-se RHOMULT, RHOFRAC, HTYPE, GTYPE, dentre outros. Além
disso, foram testadas outras formulac¢oes do problema, a saber, o problema com
um dos pontos fixados e o problema no espago de uma parametrizacao da esfera.

(a) (b)

Figura 8: (a) Solucdo do Problema para n = 30; (b) Arestas do fecho con-
vexo dos pontos {z!,...,2"} da solu¢ao; (¢) Mesmo de (b) s6 que sem a esfera
desenhada
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Figura 9: Alguma solucoes do problema de Thomson geradas usando OpenGL:
(n = 4) Tetraedro, (n = 5) Di-piramide triangular, (n = 6) Octaedro, (n = 7)
Di-piramide pentagonal, (n = 8) Anti-prisma quadrado, (n = 20) Icosaedro
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