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Uvod

Prez poslednite qetirideset godini osnovna koncentraciÂ na teoriÂta na
kodiraneto sa bili optimizacionni zadaqi, vkl»qvawi trite parametÄra
na line½nite kodove|dÄl¼inata n, razmernostta k i minimalnoto razstoÂ-
nie d. NÂkoi konkretni zadaqi sa maksimiziraneto na k i d (za fiksirano
n) i namiraneto na line½ni [n, k, d] kodove s prosti algoritmi za dekodirane.
NaposledÄk obaqe se nabl»dava narastvaw interes kÄm kodove s optimalen
radius na pokritie [5]. Ustanoveno e, qe radiusÄt na pokritie e osnoven ge-
ometriqen parametÄr na koda i ima mno¼estvo va¼ni prilo¼eniÂ (vi¼ Koen
i dr. [5]). Sled izlizaneto na obzornata statiÂ [5] prez 1985g. sledva bur-
no razvitie v oblastta na pokrivawite kodove|novo ponÂtie, vÄvedeno za
kontrast s kodove, popravÂwi grexki. SÄwo prez 1985g. GreÄm i Sloen [9]
vÄve¼dat ponÂtieto norma na kod, pomagawo pri izsledvaneto na radiusa na
pokritie, i publikuvat edinstvenata dosega tablica za izvestnite sto½nos-
ti na t[n, k]|minimalniÂ radius na pokritie na [n, k] kodove, pri n ≤ 64. Ot
1985g. nasam se otdelÂ golÂmo vnimanie na pokrivawite kodove, otdelena im
e dori sobstvena klasifikaciÂ (94B65) v 1980 Mathematics Subject Classification
(1990 Revision).

NastoÂwata diplomna rabota e posvetena na vÄprosi, svÄrzani s radiusa
na pokritie.

V pÄrva glava sa dadeni osnovnite svedeniÂ ot teoriÂta na kodiraneto,
neobhodimi za rabotata ni, i e napraven obzor na osnovnite konstrukcii za
poluqavane na optimalni pokrivawi kodove. Tablicata za t[n, k] ot [9] e ak-
tualizirana s vsiqki izvestni ni podobreniÂ, kato v procesa na rabota sa
poluqeni i novi 3 dolni i 3 gorni granici.

VÄv vtora glava sa razgledani samodopÄlnitelnite kodove. Prez 1985g.
Koen i dr. [5] postavÂt vÄprosa dali t[n, k] vinagi se dostiga i ot samodo-
pÄlnitelni kodove. Prez 1988g. St. Dodunekov, Kr. Manev i Vl. Tonqev
otgovarÂt otricatelno, dokazva½ki, qe t[14, 6] = 3 ne se dostiga ot samodo-
pÄlnitelni kodove. VÄprosÄt v obwiÂ sluqa½ obaqe ostava otkrit i nie go
izsledvame v tazi glava. Definirame ts[n, k]|minimalen radius na pokri-
tie na samodopÄlnitelni [n, k] kodove. OsnovniÂt rezultat e opredelÂneto
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na toqnite sto½nosti na ts[n, k] pri k ≤ 6 i vsÂko n. PostroÂvame i tablica
za granicite na ts[n, k] pri n ≤ 64.

V treta glava e razgledana zadaqata za namirane teglovoto razpredelenie
na liderite na sÄsedni klasove. Osven teoretiqno znaqenie, to ima i va¼no
praktiqesko prilo¼enie|ako go znaem, mo¼em da opredelim veroÂtnostta za
dopuskane na grexka pri dekodirane po maksimalno pravdopodobie. Nami-
raneto na tova razpredelenie e trudna zadaqa (

∏n
2-pÄlna) i izqisleniÂta po

standartno izpolzvaniÂ metod sa nevÄzmo¼ni dori i pri kodove s malki raz-
mernosti. Za kodove s povtarÂwi se koordinati obaqe dokazvame tvÄrdeniÂ,
pozvolÂvawi ni da postroim dobÄr algoritÄm.

KÄm diplomnata rabota sa prilo¼eni listingi na vsiqki programi, iz-
polzvani v glavi vtora i treta. Za izqisleniÂta bÂha izpolzvani komp»tri
IBM PC 486DX i DEC 3100.

Izkazvam iskrena blagodarnost na nauqniÂ si rÄkovoditel
doc. Krasimir Manev za predlo¼enata interesna tema i za pomowta, koÂ-
to mi be okazana. BlagodarÂ i na vsiqki, koito po edin ili drug naqin
pomognaha za napisvaneto na tazi diplomna rabota.
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Glava 1

Line½ni kodove i minimalen radius na
pokritie

1.1 Line½ni kodove

Neka F n
2 e n-mernoto vektorno prostranstvo nad kra½noto pole s dva elemen-

ta F2. Dvoiqen lineen kod s blokova dÄl¼ina n i razmernost k ([n, k] kod)
nariqame vsÂko k-merno podprostranstvo na F n

2 .
Neka u, v ∈ F n

2 . RazstoÂnie na Heming dist(u, v) me¼du u i v nariqame broÂ
koordinatni pozicii, v koito u i v se razliqavat. Minimalno razstoÂnie na
koda C nariqame d = min{dist(u, v) |u, v ∈ C, u �= v}. Teglo na Heming na vektora
u nariqame razstoÂnieto ot u do nuleviÂ vektor, t.e. wt(u) = dist(u, 0). TÄ½
kato C e line½no podprostranstvo na F n

2 , to minimalnoto teglo na C e ravno
na minimalnoto nenulevo teglo na vektor ot C. Radius na pokritie na koda
C nariqame na½-malkoto cÂlo qislo R = R(C), takova qe sferite s radius R,
opisani okolo kodovite dumi, pokrivat cÂloto prostranstvo F n

2 .
S [n, k, d]R we oznaqavame dvoiqen lineen kod s blokova dÄl¼ina n, raz-

mernost k, minimalno razstoÂnie d i radius na pokritie R. Dva koda C1 i
C2 sa ekvivalentni, ako mogat da se poluqat edin ot drug qrez permutaciÂ
na koordinatnite pozicii. Za ekvivalentni kodove n, k, d i R sÄvpadat.

Neka C e [n, k] kod i neka a1, a2, . . . , ak e bazis na C kato line½no pros-
transtvo. Matricata G = (a1, a2, . . . , ak)

T , kÄdeto T oznaqava transponirane,
se nariqa pora¼dawa matrica na C.

KodÄt C⊥ = {u ∈ F n
2 |u · c = 0, c ∈ C}, kÄdeto u · v =

∑n
i=1 uivi e skalarnoto

proizvedenie na vektorite u i v, se nariqa dualen (ortogonalen) na C. Po-
ra¼dawite matrici za koda C⊥ se nariqat proveroqni matrici za koda C.
Ako H e proveroqna matrica za C, to HcT = 0, ∀c ∈ C i C = {c ∈ F n

2 |HcT = 0}.
TÄ½ kato dimC + dimC⊥ = n, to C⊥ e [n, n− k] kod.

Ako pora¼dawata matrica G na koda C e preobrazuvana vÄv vida G =
(Ik |A), kÄdeto Ik e ediniqnata k × k matrica, kazvame, qe C e zadaden v sis-
tematiqen vid. V tozi sluqa½ imame H = (−AT | In−k).
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1.2 Normalni kodove

Neka C e dvoiqen lineen kod s dÄl¼ina n, razmernost k i radius na pokritie
R, t.e. [n, k]R kod. Neka i e koÂ da e ot n-te koordinati. S C

(i)
0 oznaqavame

mno¼estvoto ot kodovi dumi, za koito i-tata koordinata e 0, a s C
(i)
1 |tezi,

za koito e 1. Mo¼em da sqitame, qe mno¼estvoto C
(i)
1 ne e prazno, v takÄv

sluqa½ i C
(i)
0 , i C

(i)
1 sÄdÄr¼at po 2k−1 kodovi dumi [15]. Za vsÂka dvoiqna

n-torka x, neka

f0(x) = dist(x, C
(i)
0 ) = min

c∈C
(i)
0

dist(x, c),

f1(x) = dist(x, C
(i)
1 ).

Togava
N (i) = max

x
{f0(x) + f1(x)} (1.1)

se nariqa norma na C po otnoxenie na i-tata koordinata, a

N = min
i

N (i) (1.2)

se nariqa norma na C. Koordinatnite pozicii i, za koito N = N (i), se nariqat
priemlivi. KodÄt se nariqa normalen, ako

N ≤ 2R+ 1. (1.3)

Ako vzemem vsiqki kodovi dumi ot C, qiÂto pÄrva koordinata e 0 (sqi-
ta½ki, qe tova ne e celiÂ kod C) i otstranim tazi koordinata ot tezi kodovi
dumi, poluqavame [n − 1, k − 1, ds] skÄsen (shortened) kod Cs (za ko½to ds ≥ d).
Proveroqna matrica za Cs mo¼em da poluqim, kato mahnem pÄrvata kolona
ot proveroqna matrica za C. Koen, Lobste½n i Sloen [6] davat slednoto
dostatÄqno uslovie za normalnost:

TvÄrdenie 1.1 Neka Rs e radiusÄt na pokritie na skÄseniÂ kod Cs, poluqen ot
dvoiqniÂ lineen kod C. Ako Rs ≤ R+ 1, to C e normalen.

Drugi dostatÄqni usloviÂ za normalnost mogat da bÄdat namereni v re-
dica statii, zapoqva½ki ot GreÄm i Sloen [9], kÄdeto e dokazano, qe vsiqki
[n, k] kodove s n ≤ 8 ili k ≤ 2 sa normalni. Tezi rezultati sa razxireni v
Koen, Lobste½n i Sloen [6] i Sloen [20], a na½-novite podobreniÂ sa v Kilbi
i Sloen [14], DafÄrti i ºnva [8] (tam citirat ºnva i Metson [13]), i van
Vii [23]:

TvÄrdenie 1.2 DvoiqniÂt lineen [n, k, d]R kod C e normalen, ako n ≤ 14, ili
k ≤ 5, ili d ≤ 5, ili R ≤ 2 [14], ili n = 15, ili n − k ≤ 8 [13], ili d = 2R, ili
d = 2R+ 1 [23].
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1.3 Radius na pokritie. Osnovni granici. Kon-
strukcii na novi kodove

Neka C e dvoiqen [n, k] kod i x ∈ F n
2 . x + C = {x + c | c ∈ C} se nariqa sÄ-

seden klas na koda C. Po tozi naqin prostranstvoto F n
2 se razbiva na 2n−k

nepresiqawi se sÄsedni klasa, vseki s po 2k elementa. Lider na sÄseden klas
nariqame vektor ot tozi sÄseden klas s minimalno teglo.

Za dvoiqni kodove radiusÄt na pokritie R(C) na koda C e

R(C) = max{min{dist(x, c) | c ∈ C} | x ∈ F n
2 }. (1.4)

Kogato kodÄt C e lineen, radiusÄt na pokritie e raven na tegloto na na½-
te¼kiÂ lider na sÄseden klas. SÄwo taka, v sila e slednoto tvÄrdenie:

TvÄrdenie 1.3 [5] Ako H e proveroqna matrica za koda C, to R(C) e na½-mal-
koto cÂlo qislo, za koeto vseki sindrom e suma na ne poveqe ot R(C) koloni
ot H. (Pod sindrom razbirame proizvolna kolona nad F2 s dÄl¼ina n− k).

Sega we dadem nÂkoi granici za radiusa na pokritie, vzeti ot [5], neob-
hodimi v po-natatÄxnata ni rabota.

TvÄrdenie 1.4 (Granica na sferiqnoto pokritie) [5] Ako C e [n, k] kod s
radius na pokritie R, to

2n−k ≤
R∑
i=0

(
n

i

)
. (1.5)

KodÄt C se nariqa qeten, ako vsiqki vektori v C sa s qetno teglo. Ako
kodÄt e qeten, to polovinata negovi sÄsedni klasove imat qetno, a drugata
polovina|neqetno teglo. Zatova e v sila

TvÄrdenie 1.5 [5] Ako kodÄt C e qeten, to

∑
2i≤R

(
n

2i

)
≥ 2n−k−1 i

∑
2i+1≤R

(
n

2i+ 1

)
≥ 2n−k−1. (1.6)

TvÄrdenie 1.6 [5] UdÄl¼avaneto na koda s obwa proverka po qetnost ili s
dobavÂne na nuleva koordinata uveliqava radiusa na pokritie s edinica. Pre-
mahvaneto na p koordinati namalÂva radiusa na pokritie na½-mnogo s p.

Da oznaqim s Cp kodÄt, poluqen ot C qrez premahvane na pÄrvata koor-
dinata (Cp se nariqa skÄsen qrez premahvane na koordinata (punctured) kod, i
neka Rp := R(Cp).
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Lema 1.1 Za radiusa na pokritie na skÄseniÂ qrez premahvane na koordinata
kod e v sila R(C)− 1 ≤ Rp ≤ R(C). Ako Rp = R(C) i kodÄt C e normalen, to Cp

sÄwo e normalen (stiga pone edna ot priemlivite koordinati na C da ostava).

Dokazatelstvo R(C)−1 ≤ Rp ≤ R(C) sledva neposredstveno ot TvÄrdenie 1.6.
Neka C e normalen kod i poslednata mu koordinata e priemliva. Premahva-
me pÄrvata koordinata. Ot definiciÂta za norma e Âsno, qe N(Cp) ≤ N(C).
Togava N(Cp) ≤ N(C) ≤ 2R(C) + 1 = 2Rp + 1 i sledovatelno Cp e normalen.

Neka C1 i C2 sa sÄotvetno [n1, k1, d1]R1 i [n2, k2, d2]R2 kodove s normi N1 i
N2. KodÄt C = C1⊕C2 = {(a, b) | a ∈ C1, b ∈ C2} se nariqa vÄnxna direktna suma
(ili samo direktna suma) na C1 i C2. V sila e

TvÄrdenie 1.7 VÄnxnata direktna suma C = C1⊕C2 e [n1+n2, k1+k2,min{d1, d2}]
kod s radius na pokritie R = R1 + R2 [5] i norma N = min{N1 + 2R2, N2 + 2R1}.
VÄnxnata direktna suma na dva normalni koda e normalna [9].

Za normalni kodove e vÄzmo¼no da se spesti edna koordinata v direktnata
suma. GreÄm i Sloen [9] vÄve¼dat skÄsenata direktna suma po sledniÂ naqin:
Neka C1 i C2 sa sÄotvetno [n1, k1]R1 i [n2, k2]R2 kodove s normi N1 i N2. Neka
poslednata koordinata na C1 i pÄrvata koordinata na C2 sa priemlivi. SkÄ-
senata direktna suma (amalgamated direct sum) C = C1⊕̇C2 e [n1+n2−1, k1+k2−1]
kodÄt, sÄstoÂw se ot dumite (c1, c2, . . . , cn1+n2−1), kÄdeto (c1, c2, . . . , cn1) e duma
ot koda C1 i (cn1, cn1+1, . . . , cn1+n2−1) e duma ot koda C2 (t.e. kodovete C1 i C2 se
zastÄpvat v edna koordinata).

TvÄrdenie 1.8 [9]

1. Normata na skÄsenata direktna suma udovletvorÂva N(C) ≤ N1+N2− 1 i
zastÄpvawata se koordinata e priemliva.

2. Ako C1 i C2 sa normalni, to radiusÄt na pokritie na C = C1⊕̇C2 e na½-
mnogo R1 +R2.

3. Ako C1 i C2 sa normalni i radiusÄt na pokritie na C e R1+R2, to C sÄwo
e normalen.

Ako vzemem za C2 kodÄt {000, 111} i prilo¼im TvÄrdenie 1.8 (t. 3), poluqa-
vame slednoto: (V tozi sluqa½ e Âsno, qe radiusÄt na pokritie na skÄsenata
direktna suma e R1 +R2).

TvÄrdenie 1.9 [9] Ako C e normalen [n, k]R kod, to sÄwestvuvat normalni
[n+ 2i, k]R+ i kodove za vsÂko i ≥ 0.
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1.4 Minimalen radius na pokritie

Definirame funkciÂta t[n, k] kato minimalniÂ vÄzmo¼en radius na pokritie
na dvoiqen [n, k] kod, t.e.

t[n, k] = min
C

R(C), (1.7)

kÄdeto C probÂgva mno¼estvoto ot vsiqki [n, k] kodove.

Lema 1.2 Za vsÂko n i k sÄwestvuvat kodove, nesÄdÄr¼awi nuleva kolona v
pora¼dawata si matrica, koito imat radius na pokritie R = t[n, k].

Dokazatelstvo SÄwestvuva pone edin [n, k]R kod C, za ko½to R = t[n, k]. Da
dopusnem, qe C ima nuleva kolona v pora¼dawata si matrica. Neka C1 e
[n−1, k]R1 kod, poluqen ot C qrez mahane na nuleva kolona. Ot TvÄrdenie 1.6
sledva, qe R1 = R− 1. Kato dobavim nenuleva kolona kÄm pora¼dawata mat-
rica na C1, poluqavame [n, k]R2 kod C2 s R1 ≤ R2 ≤ R1 + 1 = R. TÄ½ kato R
bexe izbran da e na½-malkiÂ vÄzmo¼en radius na pokritie za [n, k] kodove,
to R2 = R. Ako v novopoluqeniÂ kod C2 ima owe nulevi koloni, zamenÂme i
tÂh s nenulevi po sÄwiÂ naqin. Okonqatelno poluqavame [n, k] kod bez nulevi
koloni i s radius na pokritie t[n, k].

Po-natatÄk, kato izsledvame t[n, k], vinagi we priemame, qe kodovete ne
sÄdÄr¼at nuleva kolona.

Lema 1.3
t[n, k] ≤ t[n + 1, k]. (1.8)

Dokazatelstvo Neka C e [n + 1, k]R kod s R = t[n + 1, k]. Togava Cp e [n, k]Rp

kod i Rp ≤ R (Lema 1.1).
Newo poveqe, ako C e normalen i Rp = R, to Cp sÄwo e normalen.

Lema 1.4
t[n, k] ≤ t[n− 1, k − 1]. (1.9)

Dokazatelstvo Neka C1 e [n−1, k−1]R kod s R = t[n−1, k−1] i C2 = {0, 1}. C2 e
[1, 1]0 normalen kod. Togava C = C1⊕C2 e [n, k] kod i spored TvÄrdenie 1.7 ima
radius na pokritie R = t[n− 1, k − 1]. TÄ½ kato t[n, k] e na½-malkiÂ vÄzmo¼en
radius na pokritie na [n, k] kod, to t[n, k] ≤ R(C) i lemata e dokazana.

Ako C1 e normalen, to C sÄwo e normalen (TvÄrdenie 1.7).

Lema 1.5 Ako t[n, k] se dostiga ot normalen kod, to

t[n + 2, k] ≤ t[n, k] + 1 (1.10)

i t[n + 2, k] sÄwo se dostiga ot normalen kod.
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Dokazatelstvo Sledva ot TvÄrdenie 1.9 pri i = 1.

TvÄrdenie 1.10 [5] Ako n > 2k −max{2(k−2)/2), k}, to [n, k]R kodovete C s R =
t[n, k] i bez nulevi koordinati imat povtarÂwi se koloni v pora¼dawite si
matrici i

t[n, k] ≥ t[n− 2, k] + 1. (1.11)

Kilbi i Sloen dokazvat v [14], qe pri fiksirano k i dostatÄqno golÂmo
n minimalniÂt radius na pokritie se dostiga i ot normalni kodove. Toga-
va (1.10) i (1.11) sa izpÄlneni ednovremenno i poluqavame, qe

t[n+ 2, k] = t[n, k] + 1 (1.12)

za dostatÄqno golemi n.

Pri k ≤ 5 sa izvestni toqnite sto½nosti na t[n, k]:

t[n, 1] =
[n
2

]
za n ≥ 1, (1.13)

t[n, 2] =

[
n− 1

2

]
za n ≥ 2, (1.14)

t[n, 3] =

[
n− 2

2

]
za n ≥ 3, (1.15)

t[n, 4] =

[
n− 4

2

]
za n �= 5 i t[5, 4] = 1, (1.16)

t[n, 5] =

[
n− 5

2

]
za n �= 6 i t[6, 5] = 1. (1.17)

Tezi sto½nosti sa dokazani ot Koen i dr. [5] (za k ≤ 3) i ot GreÄm i Sloen [9]
(za k = 4, 5). V [9] e izkazano i predpolo¼enie, qe za vsÂko estestveno qislo
m sÄwestvuvat qisla n0 i n1 (zavisewi ot m), takiva qe

t[n, 2m] =

[
n− 2m

2

]
za n ≥ n0, (1.18)

t[n, 2m+ 1] =

[
n− 2m − 1

2

]
za n ≥ n1. (1.19)

1.5 Tablica za t[n, k] pri n ≤ 64

V kraÂ na tazi glava we dadem tablica za minimalniÂ radius na pokritie,
obobwavawa vsiqki izvestni do momenta sto½nosti na t[n, k] pri n ≤ 64. Re-
dovete k = 1 do 5 sa specialni, tÄ½ kato za tÂh e izvestna toqnata sto½nost
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na t[n, k] za vsÂko n. Za k ≥ 6, nemarkiranite dolni granici se davat ot gra-
nicata na sferiqnoto pokritie (1.5). Ostanalite dolni granici sa poluqeni
sÄotvetno v: p–[2], q–[26], r–[9], s–[4], t–[19], u–[11], v–[12], w–[22], x–[10],
y–[24], z–[25]. Otpeqatanite s udebelen xrift dolni granici (t[61, 6] ≥ 23,
t[63, 6] ≥ 24 i t[64, 6] ≥ 24) ne sa se poÂvÂvali v literaturata po-rano. Te
sledvat ot TvÄrdenie 1.10 pri k = 6.

Vsiqki gorni granici pri k ≥ 6 sa poluqeni s Âvni konstrukcii. Neot-
belÂzanite s bukva sto½nosti se poluqavat ot nÂkoe ot neravenstvata (1.8),
(1.9) ili (1.10). Poslednoto neravenstvo mo¼e da se izpolzva, tÄ½ kato vsiq-
ki kodove, vkl»qeni v tablicata, sa normalni (eventualno s izkl»qenie na
[18, 9]3 i [38, 26]3, te ne sa izpolzvani v konstrukcii, iziskvawi normalni ko-
dove).

Markiranite gorni granici otgovarÂt na izkl»qitelno dobri kodove. Oz-
naqeni sa samo sto½nosti, koito ne mogat da bÄdat poluqeni ot nÂkoe ot
pravilata (1.8), (1.9) ili (1.10). Tova sa slednite kodove:

a: Poluqeni qrez skÄsena direktna suma na normalni kodove po formulata

[n1 + n2 − 1, k1 + k2 − 1]R1 +R2 = [n1, k1]R1⊕̇[n2, k2]R2 : (1.20)

[13, 7]2 = [7, 4]1⊕̇[7, 4]1,
[25, 9]6 = [7, 4]1⊕̇[19, 6]5,
[29, 15]4 = [7, 4]1⊕̇[23, 12]3,
[35, 18]5 = [7, 4]1⊕̇[29, 15]4,
[36, 17]6 = [23, 12]3⊕̇[14, 6]3,
[37, 14]8 = [7, 4]1⊕̇[31, 11]7,
[37, 22]4 = [23, 12]3⊕̇[15, 11]1,
[41, 17]8 = [23, 12]3⊕̇[19, 6]5,
[41, 21]6 = [7, 4]1⊕̇[35, 18]5,
[41, 23]5 = [23, 12]3⊕̇[19, 12]2,
[42, 20]7 = [23, 12]3⊕̇[20, 9]4,
[44, 16]10 = [31, 11]7⊕̇[14, 6]3,
[45, 23]6 = [23, 12]3⊕̇[23, 12]3,
[47, 20]9 = [23, 12]3⊕̇[25, 9]6,
[48, 29]5 = [26, 18]2⊕̇[23, 12]3, (nova granica)
[49, 16]12 = [31, 11]7⊕̇[19, 6]5,
[50, 19]11 = [31, 11]7⊕̇[20, 9]4,
[51, 26]7 = [7, 4]1⊕̇[45, 23]6,
[53, 22]10 = [31, 11]7⊕̇[23, 12]3,
[55, 19]13 = [31, 11]7⊕̇[25, 9]6,
[55, 42]3 = [41, 32]2⊕̇[15, 11]1, (nova granica)
[57, 29]8 = [35, 18]5⊕̇[23, 12]3,
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[58, 28]9 = [45, 23]6⊕̇[14, 6]3,
[59, 25]11 = [7, 4]1⊕̇[53, 22]11,
[59, 33]7 = [37, 22]4⊕̇[23, 12]3,
[61, 21]14 = [31, 11]7⊕̇[31, 11]7,
[62, 39]6 = [48, 29]5⊕̇[15, 11]1, (nova granica)
[63, 28]11 = [41, 17]8⊕̇[23, 12]3,
[63, 32]9 = [41, 21]6⊕̇[23, 12]3,
[63, 34]8 = [41, 23]5⊕̇[23, 12]3,
[64, 31]10 = [51, 26]7⊕̇[14, 6]3.

b: [58, 48]2 kodÄt, konstruiran ot Brualdi, Ples i UilsÄn v [2]. Tozi kod e
normalen.

c: Tri normalni koda, poluqeni ot DafÄrti i ºnva v [8]:

• C51
ss = [49, 33]4 kod, poluqen qrez skÄsÂvane dva pÄti na cikliqniÂ

kod C51 s dÄl¼ina 51 i koreni 1 i 5;

• C60
p = [59, 39]5 kod, poluqen qrez izkl»qvane na koordinata ot cik-

liqniÂ kod C60 s dÄl¼ina 60 i koreni 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1 i 5;

• C63 = [63, 49]3 cikliqen kod s dÄl¼ina 63 i koreni 1, 5 i 21.

d: Namerenite ot komp»tÄr [18, 9]3, [26, 18]2, [38, 26]3 i [41, 32]2 kodove. Van
Lint gi spomenava v [21] i otbelÂzva, qe sa citirani v [3] kato qastna
korespondenciÂ me¼du D.Axlok i R.Kibler. Ot TvÄrdenie 1.2 sledva,
qe kodovete [26, 18]2 i [41, 32]2 sa normalni. Ne ni e izvestno dali drugite
dva koda sa normalni, zatova te ne sa izpolzvani v konstrukciÂta (1.10).

e: [31, 11, 11]7 BCH kodÄt i [14, 6]3 i [19, 6]5 kodovete, posoqeni ot GreÄm i Slo-
en v [9]. Tezi kodove sa normalni.

g: [23, 12]3 kodÄt na Gole½ i skÄseniÂt [19, 12]2 kod na Gole½, poluqen ot pÄr-
viÂ qrez izkl»qvane na proizvolni qetiri koordinati. Tezi kodove
sÄwo sa normalni [9].

h: [2r − 1, 2r − 1− r]1 kodove na Heming. I tezi kodove sa normalni.

11



TABLICA 1

tablica za t[n, k]. qast 1
k\n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10
2 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9
3 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9
4 0 1 1 1h 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8
5 0 1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7
6 0 1 1 1 2 2 r3 3 3e t4 4 4—5 5 5e 5—6
7 0 1 1 1 2 2 2a 3 3 q4 4 4—5 4—5 5
8 0 1 1 1 2 2 2 3 3 3—4 4 4—5 4—5
9 0 1 1 1 2 2 2 p3 3 3d 3—4 4

10 0 1 1 1 2 2 2 s3 3 3 3—4
11 0 1 1 1 1h 2 2 2—3 3 3
12 0 1 1 1 1 2 2 2g 3
13 0 1 1 1 1 2 2 2
14 0 1 1 1 1 2 2
15 0 1 1 1 1 2
16 0 1 1 1 1
17 0 1 1 1
18 0 1 1
19 0 1
20 0

tablica za t[n, k]. qast 2
k\n 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

1 10 11 11 12 12 13 13 14 14 15 15
2 10 10 11 11 12 12 13 13 14 14 15
3 9 10 10 11 11 12 12 13 13 14 14
4 8 9 9 10 10 11 11 12 12 13 13
5 8 8 9 9 10 10 11 11 12 12 13
6 6 6—7 w7 7—8 7—8 8—9 8—9 w9—10 9—10 9—11 10—11
7 5—6 x6 6—7 6—7 7—8 7—8 7—9 8—9 8—10 w9—10 9—11
8 5 5—6 5—6 6—7 6—7 x7—8 7—8 7—9 w8—9 8—10 8—10
9 4—5 x5 5—6 5—6 w6a 6—7 6—7 7—8 7—8 7—9 8—9

10 4 4—5 4—5 5—6 5—6 5—6 6—7 6—7 z7—8 7—8 7—9
11 3-4 4 4—5 4—5 5—6 5—6 5—6 6—7 6—7 6—7 7e
12 3 3 3g 4 4 w5 5 5—6 x6 6—7 6—7
13 3 3 3 3 4 4 4—5 5 5—6 5—6 6—7
14 2 3 3 3 3 4 4 4—5 5 5—6 5—6
15 2 2 s3 3 3 3 4 4 4a 5 5
16 2 2 2 2—3 3 3 3 4 4 4 4—5
17 1 2 2 2 2—3 3 3 3 4 4 4
18 1 1 2 2 2 2d 3 3 3 3—4 4
19 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3—4
20 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3
21 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3
22 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3
23 0 1 1 1 1 2 2 2 2
24 0 1 1 1 1 2 2 2
25 0 1 1 1 1 2 2
26 0 1 1 1 1 1h
27 0 1 1 1 1
28 0 1 1 1
29 0 1 1
30 0 1
31 0
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TABLICA 1 (ProdÄl¼enie)

tablica za t[n, k]. qast 3
k\n 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42

1 16 16 17 17 18 18 19 19 20 20 21
2 15 16 16 17 17 18 18 19 19 20 20
3 15 15 16 16 17 17 18 18 19 19 20
4 14 14 15 15 16 16 17 17 18 18 19
5 13 14 14 15 15 16 16 17 17 18 18
6 10—12 w11—12 11—13 11—13 12—14 12—14 v13—15 13—15 13—16 14—16 14—17
7 9—11 10—12 10—12 y11—13 11—13 11—14 12—14 12—15 y13—15 13—16 z14—16
8 9—11 9—11 y10—12 10—12 10—13 11—13 11—14 z12—14 12—15 12—15 y13—16
9 8—10 x9—10 9—11 9—11 y10—12 10—12 10—13 11—13 11—14 y12—14 12—15

10 w8—9 8—10 8—10 9—11 9—11 9—12 10—12 10—13 y11—13 11—14 11—14
11 7—8 7—8 8—9 8—9 z9—10 9—10 9—11 y10—11 10—12 10—12 11—13
12 x7 7—8 7—8 y8—9 8—9 8—10 9—10 9—11 9—11 10—12 10—12
13 6—7 6—7 7—8 7—8 7—9 8—9 8—10 z9—10 9—11 9—11 y10—12
14 6—7 6—7 6—7 7—8 7—8 7—8a 8—9 8—9 8—10 9—10 9—11
15 5—6 x6 6—7 6—7 y7—8 7—8 7—8 7—9 8—9 8—10 8—10
16 5 5—6 5—6 6—7 6—7 6—8 7—8 7—8 7—9 8—9 8—10
17 4—5 5 5—6 5—6 6a 6—7 6—7 7—8 7—8 7—8a 8—9
18 4 4—5 5 5a 5—6 6 6—7 6—7 u7—8 7—8 7—8
19 4 4 4—5 5 5 5—6 5—6 6—7 6—7 6—8 7—8
20 3—4 4 4 4—5 y5 5 5—6 5—6 6—7 6—7 6—7a
21 3 3—4 4 4 4—5 4—5 5 5—6 5—6 6a 6—7
22 3 3 3—4 4 4 4a 4—5 5 5—6 5—6 6
23 p3 3 3 3—4 4 4 4 4—5 5 5a 5—6
24 2 2—3 3 3 3—4 y4 4 4 4—5 5 5
25 2 2 2—3 3 3 3—4 3—4 4 4 4—5 5
26 2 2 2 2—3 3 3 3d 3—4 4 4 4—5
27 1 2 2 2 2—3 3 3 3 3—4 4 4
28 1 1 2 2 2 2—3 3 3 3 3—4 4
29 1 1 1 2 2 2 2—3 3 3 3 3—4
30 1 1 1 1 2 2 2 2—3 3 3 3
31 1 1 1 1 1 2 2 2 2—3 3 3
32 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2d 3
33 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2
34 0 1 1 1 1 1 2 2 2
35 0 1 1 1 1 1 2 2
36 0 1 1 1 1 1 2
37 0 1 1 1 1 1
38 0 1 1 1 1
39 0 1 1 1
40 0 1 1
41 0 1
42 0
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TABLICA 1 (ProdÄl¼enie)

tablica za t[n, k]. qast 4
k\n 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53

1 21 22 22 23 23 24 24 25 25 26 26
2 21 21 22 22 23 23 24 24 25 25 26
3 20 21 21 22 22 23 23 24 24 25 25
4 19 20 20 21 21 22 22 23 23 24 24
5 19 19 20 20 21 21 22 22 23 23 24
6 14—17 15—18 15—18 16—19 16—19 17—20 17—20 y18—21 18—21 z19—22 19—22
7 14—17 14—17 y15—18 15—18 v16—19 16—19 16—20 17—20 17—21 17—21 18—22
8 13—16 y14—17 14—17 14—18 y15—18 15—19 y16—19 16—20 16—20 17—21 17—21
9 12—15 13—16 13—16 y14—17 14—17 14—18 15—18 15—19 y16—19 16—20 16—20

10 12—15 12—15 12—16 13—16 13—17 y14—17 14—18 14—18 15—19 15—19 y16—20
11 11—13 11—14 12—14 12—15 y13—15 13—16 13—16 14—17 14—17 y15—18 15—18
12 10—13 11—13 11—14 u12—14 12—15 12—15 13—16 13—16 13—17 14—17 14—18
13 10—12 10—13 y11—13 11—14 11—14 12—15 12—15 y13—16 13—16 13—17 y14—17
14 9—11 10—12 10—12 10—13 11—13 11—14 y12—14 12—15 12—15 y13—16 13—16
15 8—11 9—11 y10—12 10—12 10—13 y11—13 11—14 11—14 12—15 12—15 12—16
16 8—10 9—10a 9—11 9—11 10—12 10—12 10—12a 11—13 11—13 z12—14 12—14
17 8—9 8—10 y9—10 9—11 9—11 10—12 10—12 10—12 11—13 11—13 11—14
18 7—9 8—9 8—10 8—10 9—11 9—11 9—12 10—12 10—12 10—13 11—13
19 7—8 7—9 8—9 8—10 8—10 9—11 9—11 9—11a 10—12 10—12 10—13
20 7—8 7—8 7—9 8—9 8—9a 8—10 y9—10 9—11 9—11 y10—12 10—12
21 6—7 7—8 7—8 7—9 z8—9 8—9 8—10 8—10 9—11 9—11 9—12
22 6—7 6—7 6—8 7—8 7—9 7—9 8—9 8—10 8—10 9—10 9—10a
23 y6 6 6a 6—7 7 7—8 7—8 8—9 8—9 8—10 9—10
24 5—6 5—6 6 6 6—7 7 7—8 7—8 y8—9 8—9 8—10
25 5 5—6 5—6 6 6 6—7 7 7—8 7—8 7—9 8—9
26 4—5 5 5—6 5—6 6 6 6—7 y7 7a 7—8 7—8
27 4—5 4—5 5 5—6 5—6 6 6 6—7 6—7 7 7—8
28 4 4—5 4—5 5 5—6 5—6 y6 6 6—7 6—7 7
29 4 4 4—5 4—5 5 5a 5—6 5—6 6 6—7 6—7
30 3—4 4 4 4—5 4—5 5 5 5—6 5—6 6 6—7
31 3 3—4 4 4 4—5 4—5 5 5 5—6 5—6 6
32 3 3 3—4 4 4 4—5 4—5 5 5 5—6 5—6
33 3 3 3 3—4 3—4 4 4c 4—5 4—5 5 5—6
34 2 3 3 3 3—4 3—4 4 4 4—5 4—5 5
35 2 2 p3 3 3 3—4 3—4 4 4 4—5 4—5
36 2 2 2 u3 3 3 3—4 3—4 4 4 4—5
37 2 2 2 2 2—3 3 3 3—4 3—4 4 4
38 1 2 2 2 2 2—3 3 3 3—4 3—4 4
39 1 1 2 2 2 2 2—3 3 3 3—4 3—4
40 1 1 1 2 2 2 2 2—3 3 3 3—4
41 1 1 1 1 2 2 2 2 2—3 3 3
42 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2—3 3
43 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2—3
44 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2
45 0 1 1 1 1 1 2 2 2
46 0 1 1 1 1 1 2 2
47 0 1 1 1 1 1 2
48 0 1 1 1 1 1
49 0 1 1 1 1
50 0 1 1 1
51 0 1 1
52 0 1
53 0
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TABLICA 1 (ProdÄl¼enie)

tablica za t[n, k]. qast 5
k\n 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64

1 27 27 28 28 29 29 30 30 31 31 32
2 26 27 27 28 28 29 29 30 30 31 31
3 26 26 27 27 28 28 29 29 30 30 31
4 25 25 26 26 27 27 28 28 29 29 30
5 24 25 25 26 26 27 27 28 28 29 29
6 19—23 20—23 20—24 y21—24 21—25 z22—25 22—26 23—26 23—27 24—27 24—28
7 18—22 19—23 19—23 19—24 20—24 z21—25 21—25 21—26 22—26 22—27 22—27
8 y18—22 18—22 18—23 19—23 19—24 v20—24 20—25 20—25 21—26 21—26 21—27
9 17—21 17—21 y18—22 18—22 18—23 19—23 19—24 y20—24 20—25 20—25 21—26

10 16—20 16—21 17—21 17—22 y18—22 18—23 18—23 19—24 19—24 y20—25 20—25
11 15—19 y16—19 16—20 16—20 17—21 17—21 y18—22 18—22 18—23 19—23 19—24
12 y15—18 15—19 15—19 16—20 16—20 y17—21 17—21 17—22 y18—22 18—23 18—23
13 14—18 14—18 15—19 15—19 15—20 16—20 16—21 y17—21 17—22 17—22 18—23
14 13—17 14—17 14—18 14—18 15—19 15—19 y16—20 16—20 16—21 17—21 17—22
15 13—16 13—17 y14—17 14—18 14—18 y15—19 15—19 15—20 16—20 16—21 16—21
16 12—15 y13—15 13—16 13—16 14—17 14—17 14—18 15—18 15—19 z16—19 16—20
17 12—14 12—15 12—15 13—16 13—16 13—17 14—17 14—18 y15—18 15—19 15—19
18 11—14 z12—14 12—15 12—15 y13—16 13—16 13—17 y14—17 14—18 14—18 15—19
19 11—13 11—13a 11—14 12—14 12—15 12—15 13—16 13—16 13—17 14—17 14—18
20 10—13 y11—13 11—13 11—14 11—14 12—15 12—15 y13—16 13—16 13—17 14—17
21 10—12 10—13 10—13 11—13 11—14 11—14 12—14 12—14a 12—15 13—15 13—16
22 9—11 10—11 10—12 10—12 11—13 11—13 11—14 12—14 12—14 12—15 13—15
23 9—10 9—11 z10—11 10—12 10—12 z11—13 11—13 11—14 z12—14 12—14 12—15
24 z9—10 9—10 9—11 9—11 10—12 10—12 10—13 11—13 11—14 11—14 12—14
25 8—10 8—10 9—10 9—11 9—11 10—11a 10—12 10—12 11—13 11—13 11—14
26 8—9 8—9 8—10 9—10 9—11 9—11 y10—11 10—12 10—12 z11—13 11—13
27 7—8 8—9 8—9 8—10 y9—10 9—11 9—11 9—11 10—12 10—12 10—13
28 7—8 7—8 y8—9 8—9 8—9a 8—10 9—10 9—11 9—11 10—11a 10—12
29 7 7—8 7—8 7—8a 8—9 8—9 8—10 9—10 9—11 9—11 10—11
30 6—7 7 7—8 7—8 7—8 8—9 8—9 8—10 9—10 9—11 9—11
31 6—7 6—7 y7 7—8 7—8 7—8 8—9 8—9 8—10 y9—10 9—10a
32 6 6—7 6—7 6—7 7—8 7—8 7—8 8—9 8—9 8—9a 8—10
33 5—6 6 6—7 6—7 6—7 7a 7—8 7—8 u8—9 8—9 8—9
34 5—6 5—6 y6 6—7 6—7 6—7 7 7—8 7—8 7—8a 8—9
35 5 5—6 5—6 5—6 6—7 6—7 6—7 7 7—8 7—8 7—8
36 4—5 5 5—6 5—6 5—6 6—7 6—7 6—7 6—7 708 7—8
37 4—5 4—5 5 5—6 5—6 5—6 6—7 6—7 6—7 6—7 7—8
38 4 4—5 4—5 5 5—6 5—6 5—6 6—7 6—7 6—7 6—7
39 4 4 4—5 4—5 5 5c 5—6 5—6 6a 6—7 6—7
40 3—4 4 4 4—5 4—5 5 5 5—6 5—6 6 6—7
41 3—4 3—4 4 4 4—5 4—5 5 5 5—6 5—6 6
42 3 3a 3—4 4 4 4—5 4—5 4—5 5 5—6 5—6
43 3 3 3 3—4 4 4 4—5 4—5 4—5 5 5—6
44 2—3 3 3 3 3—4 3—4 4 4—5 4—5 4—5 5
45 2 2—3 3 3 3 3—4 3—4 4 4—5 4—5 4—5
46 2 2 2—3 3 3 3 3—4 3—4 4 4—5 4—5
47 2 2 2 2—3 3 3 3 3—4 3—4 4 4—5
48 2 2 2 2 2b 3 3 3 3—4 3—4 4
49 1 2 2 2 2 2 3 3 3 3c 3—4
50 1 1 2 2 2 2 2 3 3 3 3
51 1 1 1 2 2 2 2 2 3 3 3
52 1 1 1 1 2 2 2 2 2 3 3
53 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2—3
54 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
55 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2
56 0 1 1 1 1 1 2 2 2
57 0 1 1 1 1 1 1h 2
58 0 1 1 1 1 1 1
59 0 1 1 1 1 1
60 0 1 1 1 1
61 0 1 1 1
62 0 1 1
63 0 1
64 0
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Glava 2

Minimalen radius na pokritie na
samodopÄlnitelni kodove

2.1 SamodopÄlnitelni line½ni kodove

DvoiqniÂt lineen kod C se nariqa samodopÄlnitelen, ako sÄdÄr¼a ediniq-
niÂ vektor (1, 1, . . . , 1). V tozi sluqa½ za vsÂka duma ot koda c ∈ C, dvoiqnoto ì
dopÄlnenie c sÄwo prinadle¼i na C. Tova ravnomerno razpredelenie na ko-
dovite dumi v prostranstvoto F n

2 dava osnovanie na Koen i dr. [5] da postavÂt
vÄprosa dali minimalniÂt radius na pokritie t[n, k] vinagi se dostiga i ot
samodopÄlnitelni kodove. Prez 1988g. St. Dodunekov, Kr. Manev i Vl. Ton-
qev [7] otgovarÂt otricatelno na tozi vÄpros|te dokazvat, qe radiusÄt na
pokritie na samodopÄlnitelnite [14, 6] kodove e pone 4, vÄpreki qe t[14, 6] = 3.
Ostava otkrit vÄprosÄt koga t[n, k] se dostiga ot samodopÄlnitelni kodove.

V tazi glava poluqavame toqnite sto½nosti za minimalniÂ radius na pok-
ritie za samodopÄlnitelni kodove s razmernost k ≤ 6 i postroÂvame tablica
sÄs sto½nostite na tozi radius pri n ≤ 64.

2.2 Osnovni granici za minimalniÂ radius na

pokritie na samodopÄlnitelni kodove

Da oznaqim s ts[n, k] na½-malkiÂ vÄzmo¼en radius na samodopÄlnitelen [n, k]
kod, t.e.

ts[n, k] = min
C

R(C), (2.1)

kÄdeto C probÂgva mno¼estvoto ot vsiqki samodopÄlnitelni [n, k] kodove.

Lema 2.1
ts[n, k] ≥ t[n, k]. (2.2)
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Dokazatelstvo SamodopÄlnitelnite kodove sa podmno¼estvo na vsiqki dvo-
iqni line½ni kodove. TvÄrdenieto sledva ot definiciite (1.7) i (2.1).

Ot (2.2) sledva, qe vsiqki dolni granici ot Glava 1 va¼at i za samodo-
pÄlnitelni kodove.

Izkl»qvaneto na koordinata ot samodopÄlnitelen kod ni dava samodo-
pÄlnitelen kod, kakto i kodovete, poluqeni qrez vÄnxna direktna suma ili
skÄsena direktna suma ot samodopÄlnitelni kodove sa otnovo samodopÄlni-
telni. Taka neravenstvata (1.8), (1.9) i (1.10) ni davat

ts[n, k] ≤ ts[n+ 1, k], (2.3)

ts[n, k] ≤ ts[n− 1, k − 1], (2.4)

ts[n+ 2, k] ≤ ts[n, k] + 1. (2.5)

Teorema 2.1 Za k ≤ 5 i vsÂko n e v sila

ts[n, k] = t[n, k]. (2.6)

Dokazatelstvo Neka Tn e [n, 1] kodÄt {000 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

, 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

}. Oqevidno Tn e samo-

dopÄlnitelen i normalen (tÄ½ kato k = 1, vi¼ TvÄrdenie 1.2).
MinimalniÂt radius na pokritie t[n, k] se dostiga ot slednite samodo-

pÄlnitelni kodove [9]:

k = 1 : Tn;

k = 2 : Tn−1 ⊕ T1;

k = 3 : Tn−2 ⊕ T1 ⊕ T1;

k = 4 : Za n = 5|T2 ⊕ T1 ⊕ T1 ⊕ T1, a za n > 5 prilagame TvÄrdenie 1.9 kÄm
T3 ⊕ T1 ⊕ T1 ⊕ T1 pri qetno n ili kÄm [7, 4]1 koda na Heming pri neqetno
n;

k = 5 : VÄnxna direktna suma na T1 i optimalen [n− 1, 4] kod.

Teorema 2.1 ni dava toqnite sto½nosti na ts[n, k] za k ≤ 5:

ts[n, 1] =
[n
2

]
za n ≥ 1, (2.7)

ts[n, 2] =

[
n− 1

2

]
za n ≥ 2, (2.8)

ts[n, 3] =

[
n− 2

2

]
za n ≥ 3, (2.9)
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ts[n, 4] =

[
n− 4

2

]
za n �= 5 i ts[5, 4] = 1, (2.10)

ts[n, 5] =

[
n− 5

2

]
za n �= 6 i ts[6, 5] = 1. (2.11)

Lema 2.2 Ako dvoiqniÂt lineen [n, k]R kod C sÄdÄr¼a dve ednakvi koloni, to
R ≥ t[n − 2, k] + 1. Za samodopÄlnitelen kod C s povtarÂwi se koloni e v sila
R ≥ ts[n− 2, k] + 1.

Dokazatelstvo Ako C sÄdÄr¼a nuleva kolona (v tozi sluqa½ C ne e samo-
dopÄlnitelen), to spored TvÄrdenie 1.6, R ≥ t[n − 1, k] + 1 ≥ t[n − 2, k] + 1. V
protiven sluqa½ mo¼em da izberem pora¼dawa matrica vÄv vida


1 1
0 0
...

... G′

0 0


 .

Matricata G′ pora¼da [n−2, k′] kod C ′ (k′ ≤ k). Ako C e samodopÄlnitelen, C ′

sÄwo e samodopÄlnitelen. SÄwestvuva vektor u′ ∈ F n−2
2 , takÄv qe dist(u′, x) ≥

t[n − 2, k′] za vsÂko x ∈ C ′. Neka u = (10|u′). Togava dist(u, y) ≥ 1 + t[n − 2, k′]
za vsÂko y ∈ C, t.e. R ≥ 1 + t[n − 2, k′]. Ot neravenstvata (1.8) i (1.9) imame
t[n, k] ≤ t[n, k−1], otkÄdeto t[n−2, k′] ≥ t[n−2, k]. Okonqatelno R ≥ t[n−2, k]+1.

Ako C e samodopÄlnitelen, vmesto t[n, k] razgle¼dame ts[n, k].

Lema 2.3 Ako n > 2k−1, to samodopÄlnitelnite [n, k]R kodovete C imat pov-
tarÂwi se koloni v pora¼dawite si matrici i

ts[n, k] ≥ ts[n− 2, k] + 1. (2.12)

Dokazatelstvo Da izberem pora¼dawa matrica G v sistematiqen vid. Edin-
stveniÂt naqin da poluqim ediniqniÂ vektor (111 . . . 1) kato line½na kombi-
naciÂ na redove na G e da sÄberem vsiqkite k reda. Sledovatelno vsiqki
stÄlbove na G trÂbva da imat neqetno teglo. BroÂt na razliqnite vektori
nad F2 s dÄl¼ina k i neqetno teglo e 2k−1, taka qe ako G ima poveqe koloni,
pone dve we sa ednakvi. V takÄv sluqa½ tvÄrdenieto sledva ot Lema 2.2.

Lema 2.4 RadiusÄt na pokritie na vseki samodopÄlnitelen [n, k, 1] kod C e pone
ts[n− 1, k − 1].
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Dokazatelstvo Mo¼em da izberem pora¼dawa matrica za C vÄv vida

G =




100 · · · 0
0
0 G1
...
0


 ,

kÄdeto G1 pora¼da [n− 1, k− 1, d ≥ 1] kod C1. Neka u ∈ F n−1
2 e vektor, za ko½to

dist(u, x) ≥ ts[n− 1, k − 1] za vsÂko x ∈ C1. Togava dist((0|u), y) ≥ ts[n− 1, k − 1] za
vsÂko y ∈ C, otkÄdeto R(C) ≥ ts[n− 1, k − 1].

Lema 2.5 RadiusÄt na pokritie na vseki samodopÄlnitelen [n, k, 2] kod C e pone
ts[n− 1, k − 1].

Dokazatelstvo V tozi sluqa½ mo¼em da izberem pora¼dawa matrica za C
vÄv vida

G =




110 · · · 0
0
0 G2
...
0


 ,

kÄdeto G2 pora¼da [n − 1, k − 1, d ≥ 2] kod C2. Neka otnovo u ∈ F n−1
2 e vektor,

za ko½to dist(u, x) ≥ ts[n− 1, k − 1] za vsÂko x ∈ C2. Da oznaqim s v pÄrviÂ red
na matricata G. Togava

C = (0|C2) ∪ (v + (0|C2)),

kÄdeto (0|C2) = {(0|x) : x ∈ C2}. Ako c ∈ (0|C2), to dist((0|u), c) ≥ ts[n − 1, k − 1].
Ako pÄk c ∈ (v + (0|C2)), to c = v + (0|w) za nÂkoe w ∈ C2 i

dist(c, (0|u)) = wt(v + (0|w) + (0|u))

= wt(v) + wt((0|w) + (0|u))− 2wt(v ∗ ((0|w) + (0|u)))

≥ ts[n− 1, k − 1].

Sledovatelno R(C) ≥ ts[n− 1, k − 1].

2.3 SamodopÄlnitelni kodove s razmernost xest

Pri n = 6, . . . , 13 i n = 15 radiusite na pokritie na samodopÄlnitelnite [n, 6]
kodove, konstruirani po praviloto (2.4), sÄvpadat s izvestnite dolni gra-
nici ot Tablica 1. Drugite dÄl¼ini, za koito e izvestna toqnata sto½nost
na ts[n, 6], sa:
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n = 14 : [14, 6]3 kodÄt, vkl»qen v Tablica 1, ne e samodopÄlnitelen. St. Do-
dunekov, Kr. Manev i Vl. Tonqev [7] dokazvat, qe ts[14, 6] = 4.

n = 19 : Vkl»qeniÂt v Tablica 1 [19, 6]5 kod e samodopÄlnitelen (vi¼ pora¼-
dawata mu matrica v [9]), taka qe ts[19, 6] = 5.

n = 18, 21, 23 : Kodovete, vkl»qeni v Tablica 1, se poluqavat ot [19, 6]5 po pra-
vilo (2.3) ili (2.5) i sa samodopÄlnitelni.

Za vsiqki ostanali dÄl¼ini n dolnite i gornite granici za ts[n, 6] ne
sÄvpadat.

2.3.1 Metod na tÄrsene

MetodÄt ni na tÄrsene na samodopÄlnitelni [n, 6] kodove s malÄk radius na
pokritie e podoben na izpolzvaniÂ v [7]. TÄ½ kato ekvivalentnite kodove
imat ednakÄv radius na pokritie, bez ograniqeniÂ mo¼em da razmestvame
redovete i stÄlbovete v pora¼dawite matrici.

Razgle¼dame samodopÄlnitelen [n, 6, d] kod C. Ako C ima minimalno raz-
stoÂnie d ≤ 2, to ot TvÄrdeniÂ 2.4 i 2.5 imame R(C) ≥ ts[n − 1, k − 1], taka
qe takÄv kod ne mo¼e da podobri veqe izvestnite gorni granici, poluqeni
qrez praviloto (2.4). SÄwo taka, TvÄrdenie 2.2 ni pozvolÂva da razgle¼-
dame samo kodove s nepovtarÂwi se koloni. Zatova sqitame, qe d ≥ 3 i C
nÂma povtarÂwi se koloni. Neka pora¼dawata matrica na C e zapisana v
sistematiqen vid,

G = [I6N ]. (2.13)

TÄ½ kato ediniqniÂt vektor (1, 1, . . . , 1) prinadle¼i na C, to½ trÂbva da se
poluqava kato suma na vsiqkite redove na G. Sledovatelno teglata na vsiqki
koloni v G trÂbva da sa neqetni, t.e. 3 ili 5 (kolona s teglo 1 bi sÄvpadala
s nÂkoÂ ot kolonite na I6).

Mo¼em da sqitame, qe pÄrviÂ red na G ima teglo d. Togava G ima vida

G =




d−1︷ ︸︸ ︷
11 · · · 1

n−d−5︷ ︸︸ ︷
00 · · · 0

I6
M


 , (2.14)

kÄdeto M e 5 × (n − 6) matrica, qiito pÄrvi d − 1 stÄlba imat qetno teglo
(2 ili 4), a poslednite n− d− 5 stÄlba|neqetno teglo (3 ili 5).

Razliqnite vÄzmo¼ni stÄlbove nad F2 s dÄl¼ina 5 i teglo 2 sa 10, s teglo
3|10, s teglo 4|5 i s teglo 5|1. TÄ½ kato ni interesuvat samo klasovete
ekvivalentni kodove, podre¼daneto na stÄlbovete e bez znaqenie. Bez og-
raniqenie mo¼em da razmestvame i redovete na pora¼dawata matrica (sled
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tova s razmestvane samo na pÄrvite xest stÄlba otnovo we Â privedem v sis-
tematiqen vid), koeto ni pozvolÂva da razgle¼dame s toqnost do permutacii
na koloni i stÄlbove edna (no ne poveqe!) ot grupite koloni s opredeleno
teglo, pri uslovie qe razgle¼dame vsiqki kombinacii na koloni ot ostana-
lite grupi.

Da oznaqim s ni broÂt koloni s teglo i. S toqnost do permutacii na redo-
ve i stÄlbove imame slednite slednite vÄzmo¼nosti za n3-te koloni s teglo
3:

n3 = 1 : Edna vÄzmo¼nost:
0
0
1
1
1

n3 = 2 : Dve vÄzmo¼nosti:
00 01
01 01
10 10
11 10
11 11

n3 = 3 : Qetiri vÄzmo¼nosti:

001 000 001 001
010 011 010 011
100 101 101 101
111 110 110 110
111 111 111 110

n3 = 4 : Xest vÄzmo¼nosti:

0010 0011 0000 0100 0011 0011
0101 0101 0111 0011 0101 0101
1001 1010 1011 1011 1001 1010
1110 1100 1101 1101 1110 1101
1111 1111 1110 1110 1110 1110

n3 = 5 : Xest vÄzmo¼nosti [7]:

11111 01111 00111 00111 00111 01111
00011 10011 11011 11011 11001 10011
01100 01101 11101 01101 01110 11100
10101 10110 01010 11110 10011 10101
11010 11000 10100 10000 11100 01010
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n3 = 6, . . . , 10 : Tolkova vÄzmo¼nosti, kolkoto i za 10−n3 koloni. Kolonite se
poluqavat, kato ot vsiqko vÄzmo¼nite 10 koloni se izkl»qat posoqenite
po-gore (10− n3) koloni.

S toqnost do permutaciÂ na koloni i stÄlbove, vÄzmo¼nostite za n2-te
koloni s teglo 2 sa:

n2 = 1 : Edna vÄzmo¼nost;

n2 = 2 : Dve vÄzmo¼nosti;

n2 = 3 : Qetiri vÄzmo¼nosti;

n2 = 4 : Xest vÄzmo¼nosti;

n2 = 5 : Xest vÄzmo¼nosti;

n2 = 6, . . . , 10 : Tolkova vÄzmo¼nosti, kolkoto i za (10− n2) koloni.

Konkretnite koloni se poluqavat, kato v sÄotvetnite vÄzmo¼nosti za n3 se
razmenÂt mestata na nulite i edinicite.

We opixem po-podrobno pÄrviÂ razgledan sluqa½|[16, 6]. V ostanalite
sluqai se raboti po sÄwiÂ naqin, te we bÄdat opisani nakratko v §2.3.2.
KÄdeto ima razliki, te sa izriqno otbelÂzani.

Za minimalniÂ radius na pokritie na samodopÄlnitelnite [16, 6] kodove
znaem ts[16, 6] = 4{5. Dolnata granica e ot Tablica 1, a gornata se poluqava s
pravilo (2.4). TÄrsim kod s R = 4. Kakto otbelÂzahme po-gore, razgle¼dame
kodove s d ≥ 3, a ot [1] vi¼dame, qe d ≤ 6 za proizvolni [16, 6] kodove. Za
razliqnite sto½nosti na d imame:

d = 3 : PÄrvite dve koloni na M sa s qetno teglo (2 ili 4), a poslednite
osem sa s neqetno (3 ili 5). Vzemame kolonite s teglo 3 s toqnost do
permutacii na redove i koloni, a s ostanalite tegla|samo s toqnost
do permutaciÂ na koloni. Za pÄrvite dve koloni na M imame obwo(
10+5
2

)
= 105 vÄzmo¼nosti, a za poslednite osem|6 vÄzmo¼nosti (2 vÄz-

mo¼nosti za 8 koloni s teglo 3 i 4 vÄzmo¼nosti za 7 koloni s teglo 3
i edna s teglo 5). Komp»tÄrnata proverka pokaza, qe vsiqki tezi 630
koda imat R ≥ 5.

d = 4 : Tuk imame
(
15
3

)
= 455 vÄzmo¼nosti za 3-te koloni s tegla 2 ili 4 i

10 vÄzmo¼nosti za 7-te koloni s tegla 3 ili 5 (4 vÄzmo¼nosti za 7 ko-
loni s teglo 3 i 6 vÄzmo¼nosti za 6 koloni s teglo 3 i edna s teglo
5). Komp»tÄrnata proverka otnovo pokazva, qe vsiqkite 4550 koda imat
R ≥ 5.
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d = 5 : Tuk imame
(
15
4

)
= 1365 vÄzmo¼nosti za 4-te koloni s tegla 2 ili 4 i 12

vÄzmo¼nosti za 6-te koloni s tegla 3 ili 5 (6 za 6 koloni s teglo 3 i
6 za 5 koloni s teglo 3 i edna s teglo 5). Tuk bÂha namereni kodove s
R = 4, pÄrviÂt otkrit ima pora¼dawa matrica



100000 1111 000000
010000 1111 011111
001000 1111 100011
000100 0110 101101
000010 0101 110110
000001 0011 011000



. (2.15)

Tozi kod e normalen, tÄ½ kato d = 5 (vi¼ TvÄrdenie 1.2).

d = 6 : Tuk imame
(
15
5

)
= 3003 vÄzmo¼nosti za 5-te koloni s tegla 2 ili 4 i 12

vÄzmo¼nosti za 5-te koloni s tegla 3 ili 5 (6 za 5 koloni s teglo 3 i 6
za 4 koloni s teglo 3 i edna s teglo 5). Tuk sÄwo ima kodove s R = 4.

2.3.2 IzqisleniÂ i rezultati

Po opisaniÂ v §2.3.1 metod sa konstruirani vsiqki kodove, neobhodimi za op-
redelÂne toqnite sto½nosti na ts[n, 6] za vsÂko n. Za izqislÂvane na radiusite
na pokritie sa razraboteni dopÄlnitelni proceduri kÄm paketa LINCOR [16].
Prilo¼en e listing na izpolzvanite programi. IzqisleniÂta sa izvÄrxeni
na komp»tri IBM PC 486DX i DEC 3100.

Eto kodovete, qiito radiusi na pokritie sa izqisleni: (gornite grani-
ci za d sa vzeti ot [1], a dolnite pri n ≥ 20 idvat ot fakta, qe matricata
M ne mo¼e da sÄdÄr¼a poveqe ot 11 koloni s tegla 3 ili 5 i sledovatelno
d ≥ n− 16).

• n = 17 : Izvestni granici: ts[17, 6] = 4− 5.

d = 3, 4, 5 : Ako izkl»qim sedmata koordinata, we poluqim veqe razgle-
dan [16, 6, d − 1] kod s radius na pokritie pone 5. Sledovatelno (ot
TvÄrdenie 1.6) vsiqki tezi kodove imat R ≥ 5.

d = 6 : Matricata M sÄdÄr¼a 5 koloni s tegla 2 ili 4(3003 vÄzmo¼nos-
ti) i 6 koloni s tegla 3 ili 5 (12 vÄzmo¼nosti).

d = 7 : Matricata M sÄdÄr¼a 6 koloni s tegla 2 ili 4(5005 vÄzmo¼nos-
ti) i 5 koloni s tegla 3 ili 5 (12 vÄzmo¼nosti).

Vsiqki tezi kodove imat R ≥ 5.

• n = 20 : Izvestni granici: ts[20, 6] = 5− 6.
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d = 4 : Matricata M sÄdÄr¼a 3 koloni s tegla 2 ili 4(455 vÄzmo¼nosti)
i 11 koloni s tegla 3 ili 5 (1 vÄzmo¼nost).

d = 5 : Matricata M sÄdÄr¼a 4 koloni s tegla 2 ili 4(1365 vÄzmo¼nos-
ti) i 10 koloni s tegla 3 ili 5 (2 vÄzmo¼nosti).

d = 6 : Matricata M sÄdÄr¼a 5 koloni s tegla 2 ili 4(3003 vÄzmo¼nos-
ti) i 9 koloni s tegla 3 ili 5 (3 vÄzmo¼nosti).

d = 7 : Matricata M sÄdÄr¼a 6 koloni s tegla 2 ili 4(5005 vÄzmo¼nos-
ti) i 8 koloni s tegla 3 ili 5 (6 vÄzmo¼nosti).

d = 8 : Matricata M sÄdÄr¼a 7 koloni s tegla 2 ili 4(6435 vÄzmo¼nos-
ti) i 7 koloni s tegla 3 ili 5 (10 vÄzmo¼nosti).

Vsiqki tezi kodove imat R ≥ 6.

• n = 22 : Izvestni granici: ts[22, 6] = 6− 7.

d = 6 : Matricata M sÄdÄr¼a 5 koloni s tegla 2 ili 4(3003 vÄzmo¼nos-
ti) i 11 koloni s tegla 3 ili 5 (1 vÄzmo¼nost).

d = 7 : Matricata M sÄdÄr¼a 6 koloni s tegla 2 ili 4(5005 vÄzmo¼nos-
ti) i 10 koloni s tegla 3 ili 5 (2 vÄzmo¼nosti).

d = 8 : Matricata M sÄdÄr¼a 7 koloni s tegla 2 ili 4(6435 vÄzmo¼nos-
ti) i 9 koloni s tegla 3 ili 5 (3 vÄzmo¼nosti).

d = 9 : Matricata M sÄdÄr¼a 8 koloni s tegla 2 ili 4(6435 vÄzmo¼nos-
ti) i 8 koloni s tegla 3 ili 5 (6 vÄzmo¼nosti).

Vsiqki tezi kodove imat R ≥ 7.

• n = 24 : Izvestni granici: ts[24, 6] = 7− 8.

d = 8 : Matricata M sÄdÄr¼a 7 koloni s tegla 2 ili 4(6435 vÄzmo¼nos-
ti) i 11 koloni s tegla 3 ili 5 (1 vÄzmo¼nost).

d = 9 : Matricata M sÄdÄr¼a 8 koloni s tegla 2 ili 4(6435 vÄzmo¼nos-
ti) i 10 koloni s tegla 3 ili 5 (2 vÄzmo¼nosti).

d = 10 : Matricata M sÄdÄr¼a 9 koloni s tegla 2 ili 4(5005 vÄzmo¼-
nosti) i 9 koloni s tegla 3 ili 5 (3 vÄzmo¼nosti).

Vsiqki tezi kodove imat R ≥ 8.

• n = 26 : Izvestni granici: ts[26, 6] = 8− 9.

d = 10 : Matricata M sÄdÄr¼a 9 koloni s tegla 2 ili 4(147 vÄzmo¼nos-
ti|tÄ½ kato vsiqki vÄzmo¼ni koloni s teglo 3 uqastvat, kolonite
s teglo 2 sa vzeti s toqnost do permutacii na redove i stÄlbove) i
11 koloni s tegla 3 ili 5 (1 vÄzmo¼nost).
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d = 11 : Matricata M sÄdÄr¼a 10 koloni s tegla 2 ili 4(3003 vÄzmo¼-
nosti) i 10 koloni s tegla 3 ili 5 (2 vÄzmo¼nosti).

d = 12 : Matricata M sÄdÄr¼a 11 koloni s tegla 2 ili 4(1365 vÄzmo¼-
nosti) i 9 koloni s tegla 3 ili 5 (3 vÄzmo¼nosti).

Vsiqki tezi kodove imat R ≥ 9.

• n = 28 : Izvestni granici: ts[28, 6] = 9− 10.

d = 12 : Matricata M sÄdÄr¼a 11 koloni s tegla 2 ili 4(61 vÄzmo¼nos-
ti|tÄ½ kato vsiqki vÄzmo¼ni koloni s teglo 3 uqastvat, kolonite
s teglo 2 sa vzeti s toqnost do permutacii na redove i stÄlbove) i
11 koloni s tegla 3 ili 5 (1 vÄzmo¼nost).

Vsiqki tezi kodove imat R ≥ 10.

• n = 30 : Izvestni granici: ts[30, 6] = 9− 11.

d = 14 : Matricata M sÄdÄr¼a 13 koloni s tegla 2 ili 4(8 vÄzmo¼nos-
ti|tÄ½ kato vsiqki vÄzmo¼ni koloni s teglo 3 uqastvat, kolonite
s teglo 2 sa vzeti s toqnost do permutacii na redove i stÄlbove,
a kogato uqastvat i vsiqki vÄzmo¼ni koloni s teglo 2, kolonite s
teglo 4 sa vzeti s toqnost do permutacii na redove i koloni) i 11
koloni s tegla 3 ili 5 (1 vÄzmo¼nost).

Vsiqki tezi kodove imat R ≥ 11.

Tezi presmÂtaniÂ ni pozvolÂvat da doka¼em slednata

Teorema 2.2 Toqnite sto½nosti na ts[n, 6] sa:

ts[7, 6] = 1; (2.16)

ts[n, 6] =

[
n− 6

2

]
za 8 ≤ n ≤ 15 i n = 17; (2.17)

ts[16, 6] = 4; (2.18)

ts[n, 6] =

[
n− 8

2

]
za n ≥ 18. (2.19)

Optimalni [n, 6] kodove pri n ≥ 18 se poluqavat qrez prilagane na TvÄrdenie 1.9
kÄm [19, 6] koda, posoqen v [9], ako n e qetno i qrez izkl»qvane na proizvolna ko-
ordinata ot optimalen [n+ 1, 6] kod, ako n e neqetno.

Dokazatelstvo Sto½nostite na ts[n, 6] pri 7 ≤ n ≤ 15 i n = 18, 19, 21 i 23 sa
izvestni ot po-rano. Za konstruirane na optimalni kodove s tezi dÄl¼ini
vi¼ naqaloto na §2.3.
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[16, 6] kodÄt (2.15) dostiga dolnata granica ot Tablica 1 i sledovatelno
e optimalen.

Pri qetni n me¼du 20 i 32 razsÄ¼denieto e slednoto: Ako [n, 6] kodÄt sÄ-
dÄr¼a povtarÂwi se koloni, to radiusÄt mu na pokritie e pone ts[n− 2, 6]+ 1
i ne mo¼e da namali tazi izvestna gorna granica. Ako pÄk kodÄt ne sÄdÄr¼a
povtarÂwi se koloni i n ≤ 30, to komp»tÄrnata proverka pokazva, qe radiu-
sÄt mu na pokritie otnovo e na½-malko ts[n− 2, 6]+ 1 (za n = 32 ima edinstven
samodopÄlnitelen [32, 6] kod|RM(1, 5), i negoviÂt radius na pokritie e 12).
TÄ½ kato vsiqki izpolzvani kodove sa normalni, ot neravenstvo (2.5) sledva,
qe ts[n, 6] = ts[n−2, 6]+1. Pri neqetni n, neravenstvata (2.5) i ts[n, k] ≥ ts[k−1, k]
sÄwo pokazvat, qe ts[n, 6] = ts[n− 2, 6] + 1.

Kogato n > 32, Lema 2.3 i neravenstvo (2.5) sa v sila ednovremenno i
sledovatelno ts[n, 6] = ts[n− 2, 6] + 1.

2.4 Tablica za ts[n, k] pri n ≤ 64

V kraÂ na tazi glava obobwavame vsiqki rezultati za minimalniÂ radius
na pokritie na samodopÄlnitelni kodove v tablica za ts[n, k] pri n ≤ 64. Za
k = 1 do 6 sa izvestni toqnite sto½nosti na ts[n, k] za vsÂko n. Za k ≥ 7, vsiqki
dolni granici sa vzeti ot Tablica 1.

Vsiqki gorni granici pri k ≥ 7 sa poluqeni s Âvni konstrukcii. Neot-
belÂzanite s bukva sto½nosti se poluqavat ot nÂkoe ot neravenstvata (2.3),
(2.4) ili (2.5). Poslednoto neravenstvo mo¼e da se izpolzva, tÄ½ kato vsiqki
kodove, vkl»qeni v tablicata, sa normalni.

Markiranite gorni granici otgovarÂt na sto½nosti, koito ne mogat da
bÄdat poluqeni ot nÂkoe ot pravilata (2.3), (2.4) ili (2.5). OznaqeniÂta sa
sÄwite, kakto v Tablica 1 (vi¼ §1.5), sÄs slednite zabele¼ki:

a: Otpadat kodovete [36, 17]6, [42, 20]7, [44, 16]10, [48, 29]5, [50, 19]11, [55, 42]3,
[58, 28]9, [62, 39]6 i [64, 31]10, tÄ½ kato pri konstruiraneto im sa izpolz-
vani kodovete [14, 6]3, [28, 18]2 i [41, 32]2 (vi¼ po-nadolu). Za da zapÄlnim
poluqenite praznini ot otpadaneto na tezi i nÂkoi drugi kodove, iz-
polzvame skÄsenata direktna suma za poluqavaneto na slednite kodove:

[19, 10]3 = [7, 4]1⊕̇[13, 7]2,
[38, 17]7 = [23, 12]3⊕̇[16, 6]4,
[41, 29]3 = [27, 19]2⊕̇[15, 11]1,
[46, 16]11 = [31, 11]7⊕̇[16, 6]4,
[49, 30]5 = [27, 19]2⊕̇[23, 12]3,
[56, 43]3 = [42, 33]2⊕̇[15, 11]1,
[60, 28]10 = [45, 23]6⊕̇[16, 6]4,
[63, 40]6 = [49, 30]5⊕̇[15, 11]1.
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b: KodÄt [58, 48]2 ne e samodopÄlnitelen i otpada. Poradi otpadaneto na
kodovete, otbelÂzani s d v Tablica 1, vkl»qvame [27, 19]2 i [42, 33]2|ko-
dove, konstruirani ot Brualdi, Ples i UilsÄn v [2]. Tezi dva koda sa
samodopÄlnitelni i normalni.

c: CikliqniÂt kod C e samodopÄlnitelen, ako 0 ne mu e koren. Izkl»qvaneto
na koordinata ot samodopÄlnitelen kod dava otnovo samodopÄlnitelen
kod, no skÄsÂvaneto na koda dava samodopÄlnitelen kod samo ako d = 1.
CikliqniÂt kod C63 = [63, 49]3 s dÄl¼ina 63 i koreni 1, 5 i 21 e samo-
dopÄlnitelen, no C51

ss = [49, 33]4 i C60
p = [59, 39]5, vkl»qeni v Tablica 1,

ne sa i otpadat. Na tÂhno mÂsto vkl»qvame slednite kodove, otnovo
poluqeni ot DafÄrti i ºnva v [8]:

• C51 = [51, 35, 3]4 cikliqen kod s dÄl¼ina 51 i koreni 1 i 5;

• C63
∗ = [63, 43, 6]5 cikliqen kod s dÄl¼ina 63 i koreni 1, 5, 21 i 31.

d: Ne ni e izvestno dali kodovete [18, 9]3, [26, 18]2, [38, 26]3 i [41, 32]2 sa samo-
dopÄlnitelni i zatova ne sme gi vkl»qili v Tablica 2.

e: [31, 11, 11]7 BCH kodÄt i [19, 6]5 kodovete [9] sa samodopÄlnitelni, no [14, 6]3
ne e. PosledniÂt kod e izkl»qen ot tablicata.

g: [23, 12]3 kodÄt na Gole½ i skÄseniÂt [19, 12]2 kod na Gole½, poluqen ot pÄr-
viÂ qrez izkl»qvane na proizvolni qetiri koordinati, sa samodopÄl-
nitelni.

h: [2r − 1, 2r − 1− r]1 kodovete na Heming sa samodopÄlnitelni.

f: Tova oznaqenie ne e izpolzvano v Tablica 1. Tuk s nego sa otbelÂzani
[16, 6]4 kodÄt (2.15), poluqen v §2.3.1, i [59, 49]2 kodÄt, konstruiran po-
dolu.

TvÄrdenie 2.1 [2] Ako H e m× n proveroqna matrica na dvoiqen kod s radi-
us na pokritie 2 i za nÂkoe 2 ≤ t ≤ m pÄrvite t reda na H sÄdÄr¼at vsiqkite
2t−1 nenulevi vektor-stÄlba s dÄl¼ina t pone po vednÄ¼, to (m+1)×(n+2m−t)
matricata 


000 · · · 0 111 · · · 1

0
H

M


 (2.20)

e proveroqna matrica na kod s radius na pokritie 2, kÄdeto M e (m− t)× 2m−t

matrica, qiito koloni sa vsiqki dvoiqni (m− t)-torki.
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Lema 2.6 Ako prilo¼im konstrukciÂta ot TvÄrdenie 2.1 nad samodopÄlnite-
len kod, to novopoluqeniÂt kod sÄwo e samodopÄlnitelen.

Dokazatelstvo Edin kod e samodopÄlnitelen togava i samo togava, kogato
vsiqki redove na proveroqnata mu matrica imat qetno teglo. Redovete na
M imat qetno teglo|2m−t−1, taka qe ako i redovete na H sa s qetno teglo,
novopoluqenata matrica we e proveroqna za samodopÄlnitelen kod.

Spored [2],

H =




101101101101000000000000000
011011011011000000000000000
101110011000101000000000000
011101110000011000000000000
101011110000000000101101101
011110101000000000011011011
000000000000000101101110011
000000000000000011011101110




(2.21)

e proveroqna matrica na [27, 19]2 kod. Tozi kod e samodopÄlnitelen (tegla-
ta na vsiqki redove na H sa qetni). PÄrvite 4 reda na H sÄdÄr¼at vsÂka
dvoiqna qetvorka pone vednÄ¼ (sÄwoto va¼i i za poslednite 4 reda), taka
qe mo¼em da prilo¼im konstrukciÂta (2.20). Poluqavame 9× 43 matrica H1,
koÂto e proveroqna za [43, 34]2 kod. PÄrviÂt i poslednite 4 reda na H1 sÄ-
dÄr¼at vsÂka dvoiqna petorka pone vednÄ¼. Prilagame konstrukciÂta (2.20)
owe vednÄ¼, tÂ ni dava 10×59 matrica H2, proveroqna za [59, 49]2 kod. Spored
Lema 2.6, taka poluqeniÂt kod e samodopÄlnitelen.

Podqertanite sto½nosti v Tablica 2 predstavlÂvat razliqiÂta v sravne-
nie s Tablica 1.
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TABLICA 2

tablica za ts[n, k]. qast 1
k\n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10
2 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9
3 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9
4 0 1 1 1h 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8
5 0 1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7
6 0 1 1 1 2 2 3 3 4 4 4f 5 5 5e 6

7 0 1 1 1 2 2 2a 3 3 4 4 4—5 4—5 5
8 0 1 1 1 2 2 2 3 3 3—4 4 4—5 4—5
9 0 1 1 1 2 2 2 3 3 3—4 3—4 4—5

10 0 1 1 1 2 2 2 3 3 3a 3—4
11 0 1 1 1 1h 2 2 2—3 3 3
12 0 1 1 1 1 2 2 2g 3
13 0 1 1 1 1 2 2 2
14 0 1 1 1 1 2 2
15 0 1 1 1 1 2
16 0 1 1 1 1
17 0 1 1 1
18 0 1 1
19 0 1
20 0

tablica za ts[n, k]. qast 2
k\n 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

1 10 11 11 12 12 13 13 14 14 15 15
2 10 10 11 11 12 12 13 13 14 14 15
3 9 10 10 11 11 12 12 13 13 14 14
4 8 9 9 10 10 11 11 12 12 13 13
5 8 8 9 9 10 10 11 11 12 12 13
6 6 7 7 8 8 9 9 10 10 11 11

7 5—6 6 6—7 6—7 7—8 7—8 7—9 8—9 8—10 9—10 9—11
8 5 5—6 5—6 6—7 6—7 7—8 7—8 7—9 8—9 8—10 8—10
9 4—5 5 5—6 5—6 6a 6—7 6—7 7—8 7—8 7—9 8—9

10 4 4—5 4—5 5—6 5—6 5—6 6—7 6—7 7—8 7—8 7—9
11 3-4 4 4—5 4—5 5—6 5—6 5—6 6—7 6—7 6—7 7e
12 3 3 3g 4 4 5 5 5—6 6 6—7 6—7
13 3 3 3 3 4 4 4—5 5 5—6 5—6 6—7
14 2 3 3 3 3 4 4 4—5 5 5—6 5—6
15 2 2 3 3 3 3 4 4 4a 5 5
16 2 2 2 2—3 3 3 3 4 4 4 4—5
17 1 2 2 2 2—3 3 3 3 4 4 4
18 1 1 2 2 2 2—3 3 3 3 3—4 4
19 1 1 1 2 2 2 2b 3 3 3 3—4
20 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3
21 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3
22 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3
23 0 1 1 1 1 2 2 2 2
24 0 1 1 1 1 2 2 2
25 0 1 1 1 1 2 2
26 0 1 1 1 1 1h
27 0 1 1 1 1
28 0 1 1 1
29 0 1 1
30 0 1
31 0
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TABLICA 2 (ProdÄl¼enie)

tablica za ts[n, k]. qast 3
k\n 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42

1 16 16 17 17 18 18 19 19 20 20 21
2 15 16 16 17 17 18 18 19 19 20 20
3 15 15 16 16 17 17 18 18 19 19 20
4 14 14 15 15 16 16 17 17 18 18 19
5 13 14 14 15 15 16 16 17 17 18 18
6 12 12 13 13 14 14 15 15 16 16 17

7 9—11 10—12 10—12 11—13 11—13 11—14 12—14 12—15 13—15 13—16 14—16
8 9—11 9—11 10—12 10—12 10—13 11—13 11—14 12—14 12—15 12—15 13—16
9 8—10 9—10 9—11 9—11 10—12 10—12 10—13 11—13 11—14 12—14 12—15

10 8—9 8—10 8—10 9—11 9—11 9—12 10—12 10—13 11—13 11—14 11—14
11 7—8 7—8 8—9 8—9 9—10 9—10 9—11 10—11 10—12 10—12 11—13
12 7 7—8 7—8 8—9 8—9 8—10 9—10 9—11 9—11 10—12 10—12
13 6—7 6—7 7—8 7—8 7—9 8—9 8—10 9—10 9—11 9—11 10—12
14 6—7 6—7 6—7 7—8 7—8 7—8a 8—9 8—9 8—10 9—10 9—11
15 5—6 6 6—7 6—7 7—8 7—8 7—8 7—9 8—9 8—10 8—10
16 5 5—6 5—6 6—7 6—7 6—8 7—8 7—8 7—9 8—9 8—10
17 4—5 5 5—6 5—6 6—7 6—7 6—7a 7—8 7—8 7—8a 8—9
18 4 4—5 5 5a 5—6 6 6—7 6—7 7—8 7—8 7—8
19 4 4 4—5 5 5 5—6 5—6 6—7 6—7 6—8 7—8
20 3—4 4 4 4—5 5 5 5—6 5—6 6—7 6—7 6—8
21 3 3—4 4 4 4—5 4—5 5 5—6 5—6 6a 6—7
22 3 3 3—4 4 4 4a 4—5 5 5—6 5—6 6
23 3 3 3 3—4 4 4 4 4—5 5 5a 5—6
24 2 2—3 3 3 3—4 4 4 4 4—5 5 5
25 2 2 2—3 3 3 3—4 3—4 4 4 4—5 5
26 2 2 2 2—3 3 3 3—4 3—4 4 4 4—5
27 1 2 2 2 2—3 3 3 3—4 3—4 4 4
28 1 1 2 2 2 2—3 3 3 3—4 3—4 4
29 1 1 1 2 2 2 2—3 3 3 3a 3—4
30 1 1 1 1 2 2 2 2—3 3 3 3
31 1 1 1 1 1 2 2 2 2—3 3 3
32 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2—3 3
33 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2b
34 0 1 1 1 1 1 2 2 2
35 0 1 1 1 1 1 2 2
36 0 1 1 1 1 1 2
37 0 1 1 1 1 1
38 0 1 1 1 1
39 0 1 1 1
40 0 1 1
41 0 1
42 0
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TABLICA 2 (ProdÄl¼enie)

tablica za ts[n, k]. qast 4
k\n 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53

1 21 22 22 23 23 24 24 25 25 26 26
2 21 21 22 22 23 23 24 24 25 25 26
3 20 21 21 22 22 23 23 24 24 25 25
4 19 20 20 21 21 22 22 23 23 24 24
5 19 19 20 20 21 21 22 22 23 23 24
6 17 18 18 19 19 20 20 21 21 22 22

7 14—17 14—17 15—18 15—18 16—19 16—19 16—20 17—20 17—21 17—21 18—22
8 13—16 14—17 14—17 14—18 15—18 15—19 16—19 16—20 16—20 17—21 17—21
9 12—15 13—16 13—16 14—17 14—17 14—18 15—18 15—19 16—19 16—20 16—20

10 12—15 12—15 12—16 13—16 13—17 14—17 14—18 14—18 15—19 15—19 16—20
11 11—13 11—14 12—14 12—15 13—15 13—16 13—16 14—17 14—17 15—18 15—18
12 10—13 11—13 11—14 12—14 12—15 12—15 13—16 13—16 13—17 14—17 14—18
13 10—12 10—13 11—13 11—14 11—14 12—15 12—15 13—16 13—16 13—17 14—17
14 9—11 10—12 10—12 10—13 11—13 11—14 12—14 12—15 12—15 13—16 13—16
15 8—11 9—11 10—12 10—12 10—13 11—13 11—14 11—14 12—15 12—15 12—16
16 8—10 9—11 9—11 9—11a 10—12 10—12 10—12a 11—13 11—13 12—14 12—14
17 8—9 8—10 9—10 9—11 9—11 10—12 10—12 10—12 11—13 11—13 11—14
18 7—9 8—9 8—10 8—10 9—11 9—11 9—12 10—12 10—12 10—13 11—13
19 7—8 7—9 8—9 8—10 8—10 9—11 9—11 9—12 10—12 10—12 10—13
20 7—8 7—8 7—9 8—9 8—9a 8—10 9—10 9—11 9—11 10—12 10—12
21 6—7 7—8 7—8 7—9 8—9 8—9 8—10 8—10 9—11 9—11 9—12
22 6—7 6—7 6—8 7—8 7—9 7—9 8—9 8—10 8—10 9—10 9—10a
23 6 6 6a 6—7 7 7—8 7—8 8—9 8—9 8—10 9—10
24 5—6 5—6 6 6 6—7 7 7—8 7—8 8—9 8—9 8—10
25 5 5—6 5—6 6 6 6—7 7 7—8 7—8 7—9 8—9
26 4—5 5 5—6 5—6 6 6 6—7 7 7a 7—8 7—8
27 4—5 4—5 5 5—6 5—6 6 6 6—7 6—7 7 7—8
28 4 4—5 4—5 5 5—6 5—6 6 6 6—7 6—7 7
29 4 4 4—5 4—5 5 5—6 5—6 5—6 6 6—7 6—7
30 3—4 4 4 4—5 4—5 5 5a 5—6 5—6 6 6—7
31 3 3—4 4 4 4—5 4—5 5 5 5—6 5—6 6
32 3 3 3—4 4 4 4—5 4—5 5 5 5—6 5—6
33 3 3 3 3—4 3—4 4 4—5 4—5 4—5 5 5—6
34 2 3 3 3 3—4 3—4 4 4—5 4—5 4—5 5
35 2 2 3 3 3 3—4 3—4 4 4c 4—5 4—5
36 2 2 2 3 3 3 3—4 3—4 4 4 4—5
37 2 2 2 2 2—3 3 3 3—4 3—4 4 4
38 1 2 2 2 2 2—3 3 3 3—4 3—4 4
39 1 1 2 2 2 2 2—3 3 3 3—4 3—4
40 1 1 1 2 2 2 2 2—3 3 3 3—4
41 1 1 1 1 2 2 2 2 2—3 3 3
42 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2—3 3
43 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2—3
44 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2
45 0 1 1 1 1 1 2 2 2
46 0 1 1 1 1 1 2 2
47 0 1 1 1 1 1 2
48 0 1 1 1 1 1
49 0 1 1 1 1
50 0 1 1 1
51 0 1 1
52 0 1
53 0
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TABLICA 2 (ProdÄl¼enie)

tablica za ts[n, k]. qast 5
k\n 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64

1 27 27 28 28 29 29 30 30 31 31 32
2 26 27 27 28 28 29 29 30 30 31 31
3 26 26 27 27 28 28 29 29 30 30 31
4 25 25 26 26 27 27 28 28 29 29 30
5 24 25 25 26 26 27 27 28 28 29 29
6 23 23 24 24 25 25 26 26 27 27 28

7 18—22 19—23 19—23 19—24 20—24 21—25 21—25 21—26 22—26 22—27 22—27
8 18—22 18—22 18—23 19—23 19—24 20—24 20—25 20—25 21—26 21—26 21—27
9 17—21 17—21 18—22 18—22 18—23 19—23 19—24 20—24 20—25 20—25 21—26

10 16—20 16—21 17—21 17—22 18—22 18—23 18—23 19—24 19—24 20—25 20—25
11 15—19 16—19 16—20 16—20 17—21 17—21 18—22 18—22 18—23 19—23 19—24
12 15—18 15—19 15—19 16—20 16—20 17—21 17—21 17—22 18—22 18—23 18—23
13 14—18 14—18 15—19 15—19 15—20 16—20 16—21 17—21 17—22 17—22 18—23
14 13—17 14—17 14—18 14—18 15—19 15—19 16—20 16—20 16—21 17—21 17—22
15 13—16 13—17 14—17 14—18 14—18 15—19 15—19 15—20 16—20 16—21 16—21
16 12—15 13—15 13—16 13—16 14—17 14—17 14—18 15—18 15—19 16—19 16—20
17 12—14 12—15 12—15 13—16 13—16 13—17 14—17 14—18 15—18 15—19 15—19
18 11—14 12—14 12—15 12—15 13—16 13—16 13—17 14—17 14—18 14—18 15—19
19 11—13 11—13a 11—14 12—14 12—15 12—15 13—16 13—16 13—17 14—17 14—18
20 10—13 11—13 11—13 11—14 11—14 12—15 12—15 13—16 13—16 13—17 14—17
21 10—12 10—13 10—13 11—13 11—14 11—14 12—14 12—14a 12—15 13—15 13—16
22 9—11 10—11 10—12 10—12 11—13 11—13 11—14 12—14 12—14 12—15 13—15
23 9—10 9—11 10—11 10—12 10—12 11—13 11—13 11—14 12—14 12—14 12—15
24 9—10 9—10 9—11 9—11 10—12 10—12 10—13 11—13 11—14 11—14 12—14
25 8—10 8—10 9—10 9—11 9—11 10—11a 10—12 10—12 11—13 11—13 11—14
26 8—9 8—9 8—10 9—10 9—11 9—11 10—11 10—12 10—12 11—13 11—13
27 7—8 8—9 8—9 8—10 9—10 9—11 9—11 9—11 10—12 10—12 10—13
28 7—8 7—8 8—9 8—9 8—10 8—10 9—10a 9—11 9—11 10—11a 10—12
29 7 7—8 7—8 7—8a 8—9 8—9 8—10 9—10 9—11 9—11 10—11
30 6—7 7 7—8 7—8 7—8 8—9 8—9 8—10 9—10 9—11 9—11
31 6—7 6—7 7 7—8 7—8 7—8 8—9 8—9 8—10 9—10 9—11
32 6 6—7 6—7 6—7 7—8 7—8 7—8 8—9 8—9 8—9a 8—10
33 5—6 6 6—7 6—7 6—7 7a 7—8 7—8 8—9 8—9 8—9
34 5—6 5—6 6 6—7 6—7 6—7 7 7—8 7—8 7—8a 8—9
35 5 5—6 5—6 5—6 6—7 6—7 6—7 7 7—8 7—8 7—8
36 4—5 5 5—6 5—6 5—6 6—7 6—7 6—7 6—7 708 7—8
37 4—5 4—5 5 5—6 5—6 5—6 6—7 6—7 6—7 6—7 7—8
38 4 4—5 4—5 5 5—6 5—6 5—6 6—7 6—7 6—7 6—7
39 4 4 4—5 4—5 5 5—6 5—6 5—6 6—7 6—7 6—7
40 3—4 4 4 4—5 4—5 5 5—6 5—6 5—6 6a 6—7
41 3—4 3—4 4 4 4—5 4—5 5 5—6 5—6 5—6 6
42 3 3—4 3—4 4 4 4—5 4—5 4—5 5—6 5—6 5—6
43 3 3 3a 3—4 4 4 4—5 4—5 4—5 5c 5—6
44 2—3 3 3 3 3—4 3—4 4 4—5 4—5 4—5 5
45 2 2—3 3 3 3 3—4 3—4 4 4—5 4—5 4—5
46 2 2 2—3 3 3 3 3—4 3—4 4 4—5 4—5
47 2 2 2 2—3 3 3 3 3—4 3—4 4 4—5
48 2 2 2 2 2—3 3 3 3 3—4 3—4 4
49 1 2 2 2 2 2f 3 3 3 3c 3—4
50 1 1 2 2 2 2 2 3 3 3 3
51 1 1 1 2 2 2 2 2 3 3 3
52 1 1 1 1 2 2 2 2 2 3 3
53 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2—3
54 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
55 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2
56 0 1 1 1 1 1 2 2 2
57 0 1 1 1 1 1 1h 2
58 0 1 1 1 1 1 1
59 0 1 1 1 1 1
60 0 1 1 1 1
61 0 1 1 1
62 0 1 1
63 0 1
64 0
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Glava 3

SpektÄr na liderite na sÄsedni klasove
za kodove s povtarÂwi se koordinati

Da oznaqim s Li broÂ na sÄsednite klasove, qi½to lider ima teglo i (za
definiciÂta na lider na sÄseden klas vi¼ §1.3). Zadaqata za namirane raz-
predelenieto na {Li} vse owe ne e rexena za nikoÂ familiÂ kodove [15]. Osven
teoretiqno znaqenie, tazi zadaqa ima i praktiqesko prilo¼enie|ako zna-
em tova razpredelenie, mo¼em da opredelim veroÂtnostta za dopuskane na
grexka pri dekodirane po maksimalno pravdopodobie. Naistina, ako p e ve-
roÂtnostta za grexka po kanala (0 ≤ p ≤ 1/2), to [15] veroÂtnostta za grexka
pri dekodiraneto e

P = 1−
n∑

i=0

Lip
i(1− p)n−i. (3.1)

Zadaqata za spektÄra na liderite na sÄsedni klasove e tÂsno svÄrzana i
s radiusa na pokritie R, zawoto R e maksimalnata sto½nost na i, za koÂ-
to Li �= 0. RadiusÄt na pokritie na kodove s povtarÂwi se koordinati e
izsledvan ot Sloen [20] i Kilbi i Sloen [14].

V [17] sme razgledali spektÄra na liderite na sÄsedni klasove za samodo-
pÄlnitelni [n, k] kodove pri k ≤ 3. Tuk dorazvivame izpolzvanite tam idei i
poluqavame rezultati za dvoiqni line½ni kodove ot proizvolni razmernosti.

3.1 Proizvolni dvoiqni line½ni kodove

Neka C e [n, k] kod. Ako C ima pora¼dawa matrica, v koÂto vsiqki koloni
sa razliqni, kazvame, qe C ima razliqni koordinati. Ottuk sledva n ≤ 2k.
OpisaniÂt tuk metod e nasoqen kÄm kodove s povtarÂwi se koordinati. Vseki
takÄv kod mo¼e da bÄde poluqen ot kod C∗ s razliqni koordinati, vzema½ki
ni ≥ 0 kopiÂ ot i-tata koordinata na C∗ (n =

∑
ni). Taka poluqeniÂt kod C

we nariqame razduta versiÂ na C∗.
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Va¼na rolÂ igrae simpleksniÂt [2k − 1, k] kod Sk, ko½to ima k × (2k − 1)
pora¼dawa matrica, qiito koloni sa vsiqki nenulevi dvoiqni k-torki. Vse-
ki kod C, nesÄdÄr¼aw nuleva kolona, mo¼e da se razgle¼da kato razduta
versiÂ na Sk. Ako C sÄdÄr¼a i nulevi koloni, to to½ e razduta versiÂ na
razxireniÂ simpleksen kod Ŝk s pora¼dawa matrica, sÄstoÂwa se ot vsiqki
vÄzmo¼ni dvoiqni koloni s dÄl¼ina k. We sqitame, qe kolonite v pora¼-
dawite matrici na Sk i Ŝk sa podredeni v narastvaw red, taka naprimer
pora¼dawata matrica na Ŝ3 e

G(Ŝ3) =


 0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1


 . (3.2)

Neka [n, k] kodÄt C e poluqen qrez razduvane na Ŝk i n =
∑2k−1

l=0 nl, kÄdeto

nl ≥ 0 e broÂ kopiÂ ot l-tata koordinata na Ŝk. Interesuvame se ot spektÄra
na liderite na sÄsedni klasove na C.

Lema 3.1 VektorÄt x ∈ F n
2 e lider na sÄseden klas za C togava i samo togava,

kogato za vsÂko c ∈ C e izpÄlneno

2wt(x ∗ c) ≤ wt(c). (3.3)

Dokazatelstvo Spored definiciÂta, x e lider na sÄsedniÂ klas x+C togava
i samo togava, kogato

wt(x+ c) ≥ wt(x) ∀c ∈ C.

No wt(x+ c) = wt(x)+wt(c)− 2wt(x ∗ c), sledovatelno wt(x)+wt(c)− 2wt(x ∗ c) ≥
wt(x) i 2wt(x ∗ c) ≤ wt(c).

Lema 3.2 Neka vektorÄt x e lider na sÄseden klas za C i ravenstvoto

2wt(x ∗ c) = wt(c) (3.4)

se dostiga za N razliqni vektora c ∈ C. Togava sÄsedniÂt klas x + C sÄdÄr¼a
toqno N vektora s teglo wt(x).

Dokazatelstvo Ot dokazatelstvoto na Lema 3.1 se vi¼da, qe ravenstvoto
2wt(x ∗ c) = wt(c) se dostiga toqno togava, kogato wt(x+ c) = wt(x). Tova dava
toqno N vektora s teglo wt(x).

Zabele¼ka N ≥ 1, tÄ½ kato ravenstvo (3.4) e izpÄlneno pri c = 0.

Neka x ∈ F n
2 . Razgle¼dame koordinatite na x na grupiqki s dÄl¼ini sÄot-

vetno n0, n1, . . . , n2k−1, t.e. x = (x0, x1, . . . , x2k−1), kÄdeto xl ∈ F nl

2 za l = 0, 1, . . . ,
2k − 1, i neka il = wt(xl). Da oznaqim n̄ = (n0, n1, . . . , n2k−1), ı̄ = (i0, i1, . . . , i2k−1) i
i = i0 + i1 + · · ·+ i2k−1.
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Lema 3.3 VektorÄt x e lider na sÄseden klas za C togava i samo togava, kogato
ı̄ udovletvorÂva sistemata line½ni neravenstva

2Ŝk ı̄
T ≤ Ŝk n̄

T . (3.5)

Dokazatelstvo Sledva direktno ot Lema 3.1.

Zabele¼ka TÄ½ kato pÄrviÂt stÄlb na Sk e nulev, tazi sistema sÄvpada s

2Sk (i1, . . . , i2k−1)
T ≤ Sk (n1, . . . , n2k−1)

T . (3.6)

Teorema 3.1

Li =
∑

i=i0+i1+···+i
2k−1

κn̄,̄ı

2k−1∏
l=0

(
nl

il

)
, (3.7)

kÄdeto

κn̄,̄ı =




0, ako ı̄ ne udovletvorÂva sistemata (3.5);

1

N
, ako Â udovletvorÂva i N e broÂ

dostignati ravenstva.

(3.8)

Dokazatelstvo Na vsÂko ı̄ sÄotvetstvat
(
n0

i0

)(
n1

i1

)
· · ·
(n

2k−1

i2k−1

)
vektora x ∈ F n

2 . Ako

ı̄ ne udovletvorÂva sistemata (3.5), to spored Lema 3.3 sÄotvetstvawite vek-
tori x ne sa lideri na sÄsedni klasove. Ako pÄk ı̄ udovletvorÂva sistemata
i se dostigat N ravenstva, to spored Lema 3.2 v sÄsednite klasove, sÄdÄr-
¼awi sÄotvetnite x, ima toqno po N vektora s teglo i. Sledovatelno broÂt
na tezi sÄsedni klasove e N pÄti po-malÄk ot broÂ vektori, sÄotvetstvawi
na ı̄.

3.2 SamodopÄlnitelni kodove

Vsiqko, izlo¼eno v §3.1, va¼i i za samodopÄlnitelni kodove. BroÂt na raz-
liqnite vÄzmo¼ni koloni obaqe ne e 2k−1, a 2k−1 (Vi¼ Lema 2.3). VÄpreki qe
pri presmÂtaniÂta mo¼em da izpolzvame rezultata ot Teorema 3.1, po-udobno
e da Â preformulirame za samodopÄlnitelni kodove.

Neka S ′
k e 2k−1 × 2k matrica, qiito koloni sa 2k−1-te vÄzmo¼ni razliqni

koloni na k-meren samodopÄlnitelen kod (takava matrica e kodÄt na Rid-
Maler ot pÄrvi red R(1, k − 1)). Nomerirame kolonite na tazi matrica ot 1
do 2k−1. Neka C e [n = n1 + · · ·+ nk−1

2 , k] samodopÄlnitelen kod, ko½to sÄdÄr¼a
nl kopiÂ ot l-tata kolona na S ′

k, l = 1, 2, . . . , 2k−1. Neka vektorÄt x ∈ F n
2

e predstaven vÄv vida x = (x1, . . . , x2k−1), kÄdeto xl ∈ F l
2, i neka il = wt(xl),

i = i1 + · · · + i2k−1. Oznaqavame n̄ = (n1, . . . , n2k−1), ı̄ = (i1, . . . , i2k−1). Togava,
analogiqno na Lema 3.3 i Teorema 3.1, imame:
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Lema 3.4 VektorÄt x e lider na sÄseden klas za C togava i samo togava, kogato
ı̄ udovletvorÂva sistemata line½ni neravenstva

2S ′
k ı̄

T ≤ S ′
k n̄

T . (3.9)

Teorema 3.2

Li =
∑

i=i1+···+i
2k−1

χn̄,̄ı

2k−1∏
l=1

(
nl

il

)
, (3.10)

kÄdeto

χn̄,̄ı =




0, ako ı̄ ne udovletvorÂva sistemata (3.9);

1

N
, ako Â udovletvorÂva i N e broÂ

dostignati ravenstva.

(3.11)

Primer Da razgledame [39, 4] kodÄt C:

C =




111111111111111111111111111111111111111
111111100000000011111001111111111000000
111111111111111100000001000000000000000
111111100000000000000111000000000111111
111111111111111111111110000000000000000
111111100000000011111000000000000111111
111111111111111100000000111111111111111
111111100000000000000110111111111000000
000000000000000000000000000000000000000
000000011111111100000110000000000111111
000000000000000011111110111111111111111
000000011111111111111000111111111000000
000000000000000000000001111111111111111
000000011111111100000111111111111000000
000000000000000011111111000000000000000
000000011111111111111001000000000111111




.

To½ sÄdÄr¼a 7 kopiÂ ot pÄrvata vÄzmo¼na kolona, 9 kopiÂ ot vtorata,
5 ot tretata, 2 ot qetvÄrtata, 1 ot petata, 9 ot sedmata i 6 ot osmata. Ot
Teorema 3.2 poluqavame: (prilo¼ena e programata, izqislÂvawa Li).

L0 = 1, L7 = 378230, L13 = 45208408,
L1 = 21, L8 = 1105276, L14 = 64970408,
L2 = 216, L9 = 2894989, L15 = 70216344,
L3 = 1472, L10 = 6889128, L16 = 488376000,
L4 = 7579, L11 = 14549324, L17 = 176736000,
L5 = 31943, L12 = 27092986, L18 = 20160000.
L6 = 116352,
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3.3 Ocenki za slo¼nostta na presmÂtane na {Li}

Izvestno e, qe zadaqata za presmÂtane na radiusi na pokritie e NP -slo¼na
(v de½stvitelnost dori

∏n
2-pÄlna [18]). Kakto veqe spomenahme, radiusÄt na

pokritie e raven na maksimalnata sto½nost na i, za koÂto Li �= 0, taka qe
izqislÂvaneto na razpredelenieto na {Li} e pone tolkova trudno, kolkoto i
presmÂtaneto na radiusa na pokritie. Tuk davame ocenka na opisaniÂ v §3.1
algoritÄm v sravnenie sÄs standartno izpolzvaniÂ.

1. StandartniÂt algoritÄm izpolzva definiciÂta za lider na sÄseden k-
las. Pri nego trÂbva da se sÄzdadat vsiqkite 2n−k sÄsedni klasa, za
vseki ot tÂh da se nameri vektora s minimalno teglo (O(2k) operacii),
kato me¼duvremenno se izpolzvat i po O(n) operacii za presmÂtane na
tegloto na vseki vektor. Obwo slo¼nostta po vreme e O(n2n).

IziskvaniÂta za pamet sÄwo sa golemi|neobhodim e masiv s 2n elemen-
ta. Tova go pravi neprilo¼im za golemi n, ne mo¼e da se izpolzva dori
za razgledaniÂ primer.

2. Pri opisaniÂ v §3.1 algoritÄm trÂbva da proverim dali e izpÄlnena
sistemata (3.6) za vsÂko ot (1 + n1)(1 + n2) . . . (1 + n2k−1)-te sto½nosti na

i. Gorna granica za tozi bro½ e
(
1 + n

2k−1

)2k−1

. Za vsÂka sto½nost na i

trÂbva da proverim na½-mnogo 2k neravenstva (a na praktika mnogo po-
malko), pri proverkata na edno neravenstvo sa neobhodimi O(2k) opera-

cii. Obwo slo¼nostta po vreme e O

(
22k
(
1 + n

2k−1

)2k−1
)
. AlgoritÄmÄt e

polinomialen po n i e mnogo po-dobÄr pri fiksirano k i golÂmo n (t.e.
pri kodove s povtarÂwi se koordinati).

IziskvaniÂta za pamet sÄwo sa mnogo po-malki|osnovnoto e masiv s
2k × 2k elementa za sÄhranÂvane na matricata na sistemata.
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