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Resumen

Muchos de los problemas que se plantean en Inteligencia Artificial pueden formalizarse como un problema de
satisfaccion de restricciones (CSP) y, luego, resolverse utilizando las técnicas de resoluciéon que se han desar-
rollado para CSPs. En este articulo, empezamos definiendo el concepto de CSP y presentando algunos ejemplos
de modelizacién de problemas combinatorios como CSPs. A continuacién, describimos en detalle las técnicas de
resolucién de CSPs mds utilizadas: algoritmos de propagacion de restricciones (nodo consistencia, arco consisten-
cia y k-consistencia), algoritmos de busqueda (generate and test, backtracking, backjumping y conflict-directed
backjumping) y algoritmos hibridos (forward checking y maintaining arc consistency).

1. Introduccion

Muchos de los problemas que se plantean en In-
teligencia Artificial pueden formalizarse como un
problema de satisfaccién de restricciones (CSP)
y, luego, resolverse utilizando las técnicas de res-
olucién que se han desarrollado para CSPs. Este
método genérico de resolucién de problemas ha
demostrado ser altamente competitivo en dreas
tan diversas como vision artificial, planificacion,
scheduling, razonamiento temporal y verificaciéon
de circuitos. Ademds, tiene la ventaja de que la
modelizacién de los problemas es muy natural y
declarativa, de manera que se formaliza lo que se
ha de satisfacer sin necesidad de indicar como se
tiene que satisfacer.

En este articulo, empezamos definiendo el concep-
to de CSP y presentando algunos ejemplos de mod-
elizacién de problemas combinatorios como CSPs.
A continuacidn, introducimos las técnicas de res-

“Este trabajo ha sido financiado por el Ministerio de Ciencia
y Tecnologia, proyecto TIC2001-1577-C03-03.

olucién de CSPs mds utilizadas. En primer lugar,
describimos algoritmos de propagacién de restric-
ciones; presentamos algoritmos para conseguir no-
do consistencia, arco consistencia y k-consistencia.
En segundo lugar, presentamos cuatro algoritmos
de busqueda: GT o algoritmo generate and test,
BT o algoritmo backtracking, BJ o algoritmo back-
Jjumping, y CBJ o algoritmo conflict-directed back-
jumping. Finalmente, presentamos dos algoritmos
hibridos: FC o algoritmo forward checking, y MAC
o algoritmo maintaining arc consistency. Estos al-
goritmos introducen propagacién de restricciones
en los algoritmos de bisqueda y, en la prictica, son
los mds utilizados en la resolucién de problemas
computacionalmente dificiles.

A los lectores y a las lectoras que estén interesados
en temas mds avanzados, les remitimos a alguno
de los pocos libros existentes sobre CSPs [8, 30],
o bien a alguno de los surveys que se han publi-
cado en los ultimos afos [2, 11, 19, 22, 24, 25].
Para conocer los tultimos avances, remitimos a las
actas del congreso anual sobre CSPs (Internation-
al Conference on Principles and Practice of Con-



straint Programming), que se publican en la serie
Lecture Notes in Computer Science de Springer, y
a la revista Constraints, publicada por Kluwer. En
las actas de congresos y revistas generalistas de In-
teligencia Artificial también se pueden encontrar
trabajos sobre CSPs.

2. Problemas de satisfaccion de
restricciones

Un problema de satisfaccion de restricciones
(CSP)[26]" se define por una terna (X, D, R), donde

= X = {X,X2,...,X,} es un conjunto finito de
variables,

= D={Dy,D3,...,D,} es un conjunto finito de
dominios, y

= R={Ry,R2,...,R,} es un conjunto finito de
restricciones.

Cada variable X; toma valores en su correspondi-
ente dominio D;. Una restriccidon entre un subcon-
junto de variables {X;,,...,X; } de X es un subcon-
junto del producto cartesiano D;; X --- X D;, que
estd formado por las tuplas de valores que satis-
facen la restriccién; dicho de otra forma, contiene
las combinaciones de asignaciones de valores a
variables que no violan la restriccion.

Una restriccién en la que interviene una unica vari-
able es una restriccién unaria, y una restriccion en
la que intervienen dos variables es una restriccion
binaria. Una restriccién unaria en la que interviene
la variable X; la representaremos por R;, y una re-
striccién binaria en la que intervienen las variables
X; e X; la representamos por R;;. Un CSP binario
es un CSP que sdlo tiene restricciones unarias o bi-
narias.

En este articulo siempre haremos referencia a CSPs
binarios y, ademds, supondremos que todos los do-
minios son de cardinalidad finita. De hecho, limi-
tarnos a CSPs binarios no supone ninguna restric-
cién, puesto que cualquier CSP puede convertirse
en un CSP binario en tiempo polinomial [8].

Una asignacién de un valor del dominio a cada
variable de un CSP es una solucion del CSP si
dicha asignacién satisface todas las restricciones.

'CSP es el acrénimo de Constraint Satisfaction Problem.

X3 Xo

Figura 1: Ejemplo de grafo

Solucionar un CSP consiste en encontrar una solu-
cion, encontrar todas las soluciones, o encontrar
una solucién éptima con respecto a una funcién ob-
jetivo.

Ejemplo 1 El problema de la k-coloracion de un
grafo consiste en decidir si los nodos del grafo
pueden colorearse empleando k colores de manera
que dos nodos adyacentes no estén coloreados con
el mismo color. Su representacion como un CSP se
puede definir de la siguiente forma:

= X es el conjunto de nodos.

= D asigna el dominio {1,2,...,k} a cada vari-
able, donde cada elemento del dominio denota
uno de los posibles colores.

» R contiene la restriccion X; # X; para cada
par (Xi,X;) de nodos adyacentes.

La formalizacion del problema de la 3-coloracion
para el grafo de la figura 1 como un CSP es la sigu-
iente:

» Variables: X = {X|,X»,X3}, una variable por
nodo.

= Dominios: D; = {azul,rojo,verde}, 1 <i <3,
un valor por color.

= Restricciones: nodos adyacentes tienen col-
ores diferentes.

Ry = {(azul,rojo),(azul,verde),
(rojo,verde)}

Ri3 = {(azul,rojo),(azul,verde),
(rojo,verde)}

Rz = {(azul,rojo),(azul,verde),
(rojo,verde)}

Ejemplo 2 El problema de las n reinas consiste en
colocar n reinas en un tablero de ajedrez de di-
mensiones n X n de forma que no se ataquen. Una



manera de representar este problema consiste en
modelizar las filas del tablero como variables y las
columnas como valores del dominio. En este ca-
so, cuando decimos que hemos asignado el valor j
(1 <j<n)a lavariable X; (1 <i < n), estamos
diciendo que hemos colocado una reina en la inter-
seccion de la fila i y la columna j. Para representar
que dos reinas no pueden atacarse entre si, necesi-
tamos representar que no pueden colocarse ni en la
misma columna ni en la misma diagonal. Para ello,
afiadimos la siguiente restriccion por cada par de
variables X;,X ;:

Rij={(a,b)la# bAi—jl #la=b[} (i > j)

La formalizacion del problema de las 4 reinas como
un CSP es la siguiente:

» Variables: X = {X1,X2,X3,X4}, una variable
por fila.
= Dominios: D; ={1,2,3,4}, 1 <i <4, unvalor

por columna.

» Restricciones: no colocar dos reinas ni en la
misma columna ni en la misma diagonal.

Rip = {(173)a(1a4)a(27 )7(371)7(4a1)7(472)}

Riz = {(172)’(1a4)a(271)7(27 )7(3a2)7(374);
(4,1),(4,3)}

Ry = {(172)7(173)7(271)7(273)7(274)7(371)7
(3,2),(3,4),(4,2),(4,3)}

Ry = {(173)7(174)7(274)7(371)7(471)7(472)}

Ry = {(172)7(174)7(271)7(273)7(372)7(374)7
(4,1),(4,3)}

Ry = {(173)7(174)a(254)5(351)5(4a1) (452)}

La figura 2 muestra un tablero que es solucion al
problema de las 4 reinas y un tablero que viola las
restricciones R4 y Ro3.

Un CSP binario se acostumbra a representar medi-
ante un grafo de restricciones. Cada nodo del grafo
corresponde a una variable del problema. Cada re-
striccidn se representa por una arista que tiene como
etiqueta el nombre de la restriccion. Si la restriccion
es unaria, la arista tiene como origen y final el mis-
mo nodo. Si la restriccion es binaria, conecta los
nodos de las dos variables que intervienen en la re-
striccion. Una arista que conecta dos nodos X; y X
representa dos arcos: el arco que va de X; a X; y el
arco que vade X; a X;.

x| [R

X, R

X3 | R

X4 R
correcto

X, [R

X, R

X3 R

X4 R
incorrecto

Figura 2: Problema de las 4-reinas

Dy ={azul,rojo,verde}

Ri3 Ri2
X3 X5
Ra3

D3 = {azul,rojo,verde} D, = {azul,rojo,verde}

Dl={1a27374} D2={172a374}

D3 ={1,2,3,4} Dy ={1,2,3,4}

Figura 3: Grafos de restricciones



Ejemplo 3 La figura 3 muestra los grafos de re-
stricciones correspondientes al problema de la
3-coloracion del grafo de la figura 1 y al proble-
ma de las 4 reinas. Junto a cada nodo, también
mostramos el dominio de la variable que corre-
sponde al nodo.

3. Inferencia en CSPs

En esta seccion describimos algoritmos de propa-
gacion de restricciones, que son aquellos que, a par-
tir de un CSP P, crean otro CSP P’ equivalente (es
decir, con el mismo conjunto de soluciones) que es
mads simple de resolver. El estudio de la inferencia
tiene sus origenes en los trabajos de Waltz sobre in-
terpretacion de escenas tridimensionales [31].

Los algoritmos que describimos —algoritmos de
nodo consistencia y arco consistencia— obtienen
P’ filtrando el dominio de las variables de P medi-
ante la eliminacién de valores que no forman parte
de ninguna solucién. Puesto que el ndmero de posi-
bles asignaciones es la cardinalidad del producto
cartesiano del dominio de todas las variables, cada
vez que reducimos el dominio de una variable, esta-
mos descartando asignaciones que no son solucién
y reducimos el nimero de posibles asignaciones a
considerar.

Otra manera de simplificar —que no tratamos
aqui y que se consigue con los llamados algoritmos
de camino consistencia [20]— consiste en eliminar
tuplas cuyas asignaciones no aparecen en ningu-
na solucién y en derivar nuevas restricciones bina-
rias que se siguen de las restricciones que tenemos.
Por ejemplo, dado un CSP P con las restricciones
X1 < X2 y Xa < X3, podemos crear P’ afiadiendo a
P la restriccion X < X3.

Los algoritmos de propagacion de restricciones que
veremos son incompletos, por lo que suelen uti-
lizarse en combinacién con algoritmos de bisque-
da, dando lugar a algoritmos hibridos. También
pueden utilizarse como técnica de preprocesamien-
to antes de aplicar un algoritmo de bisqueda.

La técnica mds simple de propagacion de restric-
ciones se denomina consistencia de nodo (NC). NC
consiste en eliminar, en aquellas variables para las
que tenemos definidas restricciones unarias, los val-
ores del dominio que son inconsistentes con las re-
stricciones unarias. En el resto del articulo, supon-
dremos que todos nuestros CSPs son nodo consis-

procedimiento AC-1

entrada: un CSP P = (X,D,R)
salida: un CSP equivalente y arco consistente
0+ {(i,/)|(X;,X;) es un arco del grafo de P,i # j}
repetir
cambio < FALSO
para cada (i, j) € Q hacer
cambio < revisar(i, j) o cambio
hasta no cambio
fin procedimiento

funcion revisar(i, j)
borrar <+ FALSO
para cada a € D; hacer
si no existe b € D; tq. (a,b) € R;;
Di+ D;—a
borrar +— CIERTO
retorna borrar
fin funcion

Figura 4: Algoritmo AC-1

tentes.

La técnica de propagacion de restricciones mds
popular, y que exige un mayor grado de consisten-
cia que NC, es la conocida como consistencia de
arcos (AC). AC se aplica a restricciones binarias.
Dado un CSP binario y nodo consistente P, una re-
striccién binaria R;; de P es arco consistente direc-
cional (de i a j) si, y s6lo si, para todo valor a € D;
existe un valor b € D; tal que (a,b) € R;;. Una re-
striccién R;; de P es arco consistente si es arco con-
sistente direccional en los dos sentidos. E1 CSP P
es arco consistente si, y s6lo si, lo son todas sus re-
stricciones.

La figura 4 muestra el pseudocddigo del algorit-
mo AC-1 [20]. Dado un CSP, AC-1 retorna un
CSP equivalente y arco consistente. AC-1 emplea
la funcidn revisar, tantas veces como sea necesario,
para conseguir que todos los arcos del grafo de re-
stricciones sean arco consistentes. Para conseguir
que un arco (i,j) sea arco consistente, esta fun-
cién elimina los valores del dominio de i que no
son compatibles con ningin valor del dominio de j.
Los valores eliminados no pertenecen a ninguna
solucién y, por tanto, son redundantes. La funcién
revisar(i, j) retorna cierto si ha eliminado algdin
valor redundante; en caso contrario, el arco de en-
trada ya es arco consistente y retorna falso. Dado
un CSP con 7 variables, con dominios cuya maxi-
ma cardinalidad es k, y con e restricciones, la com-
plejidad de AC-1 es O(enk®). AC-1 es un algoritmo



Grafo de restricciones:

Dy ={b}

X1 #X3 X1 #X2

X3 #Xo

D3 ={r,g} D, = {g,b}

Resultado de aplicar AC-1:
D, = {b}

X1 #X3 X1 #Xo

X3 #Xa
D3 ={r} Dy ={g}

Figura 5: Obtencion de una solucién mediante con-
sistencia de arcos

de fuerza bruta, pero hay algoritmos mds eficientes,
como AC-4 [21] y AC2001 [5], cuya complejidad
—O(ek*)— es éptima. Otro algoritmo muy utiliza-
do es AC-3 [20].

En general, los algoritmos de consistencia de ar-
co no permiten decidir si un CSP tiene solucion,
excepto en los siguientes casos: (i) si algin do-
minio queda vacio, entonces no hay ninguna solu-
cidn; (ii) si todos los dominios contienen un tnico
elemento, entonces tiene una solucion que es la que
se obtiene al asignar a cada variable el valor de su
dominio, o (iii) si una variable tiene un dominio con
m elementos y el resto de las variables tienen un do-
minio con un tnico elemento, entonces hay m solu-
ciones.

Ejemplo 4 La figura 5 muestra el grafo de restric-
ciones de un CSP y el grafo que se obtiene al apli-
carle el algoritmo AC-1. Puesto que todos los do-
minios tienen cardinalidad uno, hemos encontrado
una solucion.

La figura 6 muestra el grafo de restricciones de otro
CSP y el grafo que se obtiene al aplicarle el algo-
ritmo AC-1. Puesto que tenemos un dominio vacio,
el problema no tiene solucion.

Grafo de restricciones:

D= {rag}

X3 #Xa
D3 ={g} Dy ={r}

Resultado de aplicar AC-1:

Dy = {}

X3 #X>
D3 ={g} Dy ={r}

Figura 6: Deteccién de que no hay solucién medi-
ante consistencia de arcos

Grafo de restricciones de un CSP sin solucion:

D= {rag}

X3 #X>
D3={r7g} D2={r7g}

Grafo de restricciones de un CSP con dos
soluciones:

Dy = {bag}

X3#X

D3:{r7g} DZZ{rJg}

Figura 7: Dos CSPs para los que no podemos de-
tectar nada mediante consistencia de arcos



La figura 7 muestra el grafo de restricciones de
dos CSPs; el primero no tiene solucion y el segun-
do tiene dos soluciones. Sin embargo, no podemos
concluir nada aplicando el algoritmo AC-1.

Hay grados de consistencia mds fuertes que los an-
teriores: k-consistencia [13] y k-consistencia
fuerte [14]. Un grafo de restricciones es
k-consistente si para cualquier subconjunto de
k — 1 variables que satisfacen todas las restric-
ciones entre ellas, existe un valor d € Dy para
cualquier otra variable X; de manera que se satis-
facen todas las restricciones entre las k variables.
Un grafo es k-consistente fuerte si es j-consistente
para todo j < k. NC es equivalente a 1-consistencia
fuerte y AC a 2-consistencia fuerte.

Un CSP con n variables se puede solucionar,
sin necesidad de realizar busqueda, consiguiendo
n-consistencia. Sin embargo, esta técnica, que acos-
tumbra a ser computacionalmente mds costosa que
otros métodos basados en busqueda, no suele uti-
lizarse. Normalmente, lo mds util es emplear con-
sistencia de arco como técnica de propagacion de
restricciones para simplificar el problema. Como en
la mayorfa de los casos no es suficiente para obtener
una solucidn, lo que se hace en la practica es com-
binar propagacién de restricciones con bisqueda.

Otras técnicas de inferencia que permiten solu-
cionar CSPs sin busqueda son la consistencia adap-
tativa [9], tree clustering [10], y bucket elimi-
nation [7]. En estas técnicas se realiza inferen-
cia teniendo en cuenta un orden entre las vari-
ables. En general, resulta mds eficiente solucionar
un CSP con estas técnicas que solucionarlo con
n-consistencia.

4. Busqueda en CSPs

El conjunto formado por todas las posibles asigna-
ciones de un CSP, también conocido como espa-
cio de estados, se representa mediante un arbol de
busqueda. En cada nivel instanciamos una variable,
y los sucesores de un nodo son todos los valores
de la variable asociada a este nivel. Cada camino
del nodo raiz a un nodo terminal, denominado ra-
ma, representa una asignacion completa. La raiz,
que corresponde al nivel 0, representa la asignacién
vacia, y cada camino del nodo raiz a un nodo no ter-
minal representa una asignacion parcial. El nimero
total de ramas es la cardinalidad del producto carte-

siano de los dominios de todas las variables.

A continuacién presentamos cuatro algoritmos, que
se diferencian en cdmo recorren el drbol de bisque-
da a la hora de encontrar soluciones: GT (gen-
erate and test), BT (chronological backtracking),
BJ (backjumping) y CBI (conflict-directed back-
jumping). Cuando creamos el arbol de busqueda,
denominamos variable actual a la que estamos
asignando un valor, variables pasadas a las que ya
tienen un valor asignado, y variables futuras a las
que estdn sin asignar.

En la descripcién de los algoritmos supondremos,
para facilitar su comprension, que el orden en el que
se instancian las variables en cada rama es estético
y sigue la numeracién de los subindices de las vari-
ables; es decir, instanciamos primero xp, luego x»,
y asi sucesivamente. A este orden se le denomi-
na orden lexicogrdfico. No obstante, el rendimien-
to de los algoritmos puede mejorse mucho intro-
duciendo alguna heuristica de ordenacién de vari-
ables dindmica.

Una de las heuristicas de selecciéon de variable
mds exitosas consiste en instanciar primero aquellas
variables que tienen menor dominio [6], rompiendo
empates escogiendo la variable que aparece en mas
restricciones.

Una vez seleccionada la variable, debemos asig-
narle uno de los valores del dominio. El orden en
que asignamos valores a variables también puede
mejorar el rendimiento cuando nuestro objetivo es
encontrar la primera solucién. Una heuristica popu-
lar de seleccién de valor consiste en asignar primero
el valor que es consistente con mayor nimero de
valores factibles del resto de las variables.

Los algoritmos de esta seccién son completos,
puesto que realizan un recorrido exhaustivo del es-
pacio de estados. Cuando aplican alguna poda, lo
hacen sobre regiones del espacio de estados que no
contienen ninguna solucién.

4.1. Algoritmo GT

La manera mds sencilla, aunque poco eficiente, de
encontrar todas las soluciones de un CSP es la que
implementa el algoritmo GT (generate-and-test).
GT genera, de forma sistemadtica, todas las posibles
asignaciones completas. Cuando finaliza de gener-
ar una asignacién completa, comprueba si esta asig-



procedimiento BT (i)

entrada: un CSP P = (X, D, R) con n variables
salida: las soluciones de P
para cada a € D, hacer
asignaciones[i] < a
consistente «— CIERTO
para i < 1 hasta i — 1 mientras consistente
consistente «— test(i, 1)
si consistente
sii=n
mostrar-solucion()
sino
BT(i+1)
retorna FALSO
fin procedimiento

Figura 8: Algoritmo BT

nacion es una solucién (es decir, comprueba si sat-
isface todas las restricciones). En terminologia de
arboles, GT es un algoritmo que recorre el arbol
de bisqueda en profundidad prioritaria (recorrido
primero en profundidad). La ineficiencia de GT se
debe a que genera muchas asignaciones completas
que violan la misma restriccion.

4.2. Algoritmo BT

El algoritmo BT (chronological backtracking) [6]
mejora el algoritmo GT de la siguiente forma: ca-
da vez que se asigna un nuevo valor a la variable
actual (X;), se comprueba si es consistente con los
valores que hemos asignado a las variables pasadas.
Sino lo es, se abandona esta asignacién parcial, y se
asigna un nuevo valor a X;. Si ya se han agotado to-
dos los valores de D;, BT retrocede para probar otro
valor para la variable X;_1. Si se ha agotado D;_1,
retrocede al nivel i —2, y asi sucesivamente hasta
encontrar una asignacién de un valor a una vari-
able que es consistente con las variables pasadas o
hasta que se demuestra que no hay mads soluciones.
Es decir, BT recorre el arbol utilizando bisqueda
primero en profundidad y, en cada nodo, comprue-
ba si la variable actual es consistente con las vari-
ables pasadas. Si detecta inconsistencia, descarta la
asignacidn parcial actual, puesto que no es parte de
ninguna asignacién completa que sea solucién. De
esta forma, se ahorra recorrer el subarbol que cuel-
ga de esta asignacion parcial.

La figura 8 muestra el pseudocddigo de BT [25],
utilizando la siguiente notacion:

Ds; = {172}

Figura 9: Grafo de restricciones para un CSP

= j: el pardmetro de entrada i es la posicion de la
variable actual en el orden estdtico en el que se
instancian las variables.

= 7n: es el nimero de variables del problema.

= asignaciones|]: es un array de tamafio n que
guarda el valor asignado a cada variable.

m rest(i, j): devuelve cierto si la asignacién ac-
tual no viola ninguna restriccion entre las vari-
ables X; y X;.

Por simplicidad, el pseudocddigo no distingue en-
tre no encontrar solucién y no encontras mas solu-
ciones; devuelve falso en ambos casos.

BT tiene el inconveniente de que detecta, en difer-
entes partes del espacio de biisqueda, inconsitencias
que se producen por la misma razén. Este fendmeno
se conoce como trashing. Por ejemplo, supongamos
que tenemos una restriccién entre la variable X, y
la variable X;, donde i > g+ 1, que establece que
si asignamos a X, un determinado valor a, entonces
ningutn valor de X; es compatible con la asignacién
X, < a. Entonces, BT detecta, al nivel 7, una in-
consistencia en todas las asignaciones parciales que
contienen la asignacién X, < a. Cuando detecta
una de estas inconsistencias, BT retrocede al nivel
i — 1, cuando en realidad podria retroceder al niv-
el g y asignar un nuevo valor a X,. Obsérvese que
si BT retrocede al nivel i — 1, volvera a detectar in-
consistencia, para cualquier valor de D;_1, cuando
instancie la variable X;, puesto que todas las asig-
naciones parciales que considera mantienen la asig-
nacién X, < a. Esto sucederd para todos los niveles
intermedios entre g e i. Por tanto, se podria podar
el subdrbol que cuelga de la asignacién parcial que
contiene X, < a.

Para solucionar este problema, se han disefiado al-
goritmos que aplican backtracking no cronoldgi-
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Figura 10: Arbol de bisqueda que explora BT para el CSP de la figura 9

co. Cuando se detecta una inconsistencia, en lugar
de retroceder a la variable mas recientemente in-
stanciada que todavia tiene alternativas disponibles,
se continda la busqueda en aquella variable que
causo el fallo, evitando asi que se repita la misma
inconsistencia.

Ejemplo 5 La figura 10 muestra el drbol de
bisqueda que explora BT para encontrar la
primera solucion del CSP de la figura 9. Cada rama
representa una asignacion parcial (que es completa
si llegamos a instanciar la variable X4). Cada nodo
tiene como etiqueta el valor del dominio que asig-
namos a la variable; los nodos huecos representan
asignaciones en las que la asignacion de la vari-
able actual es inconsistente con las asignaciones
de las variables pasadas que aparecen en la misma
rama. El comportamiento de trashing corresponde
a las regiones que hemos insertado en un recuadro.

4.3. Algoritmo BJ

El algoritmo BJ (backjumping) [16] es un algorit-
mo de backtracking no cronolégico que mitiga el
trashing. Su pseudocddigo [25] se muestra en la
figura 11. BJ recorre el arbol como BT, pero cuan-
do detecta que la asignaciéon que hemos hecho a
la variable actual X; es inconsistente con la asig-
nacién que tenemos, en la misma rama, para al-
guna variable pasada X, guarda el nivel de esta
variable (en el pseudocddigo, asigna & a la variable
max_nivel_retroceso); es decir, el algoritmo recuer-
da en qué nivel se ha detectado una inconsistencia.

procedimiento BJ(i)

entrada: un CSP P = (X, D, R) con n variables
salida: las soluciones de P

max_nivel_retroceso < 0
profundidad_retroceso +— 0
para cada a € D, hacer
asignaciones|i] < a
consistente <— CIERTO
para i < 1 hasta i — 1 mientras consistente
consistente < test(i, )
max_nivel_retroceso <— h— 1
si consistente
sii=n
mostrar-solucion()
sino
max_nivel_retroceso < BJ(i+ 1)
si max_nivel_retroceso < i
retorna max_nivel_retroceso
profundidad_retroceso
méx (profundidad_retroceso, max_nivel_retroceso)
retorna profundidad_retroceso
fin procedimiento

Figura 11: Algoritmo BJ



Figura 12: Arbol de bisqueda que explora BJ para el CSP de la figura 9

En caso de que no se haya detectado ninguna incon-
sistencia, se guarda el valor i — 1. A continuacién,
BJ asigna a X; un nuevo valor de D;, y también
guarda el nivel en el que ha detectado una inconsis-
tencia. Cuando se agota D;, BJ retrocede al méxi-
mo nivel de retroceso que hemos detectado para la
variable X; (en el pseudocédigo, este valor se guar-
da en la variable profundidad retroceso), en lugar
de retroceder a la variable mds recientemente in-
stanciada como en BT. El hecho de cambiar la in-
stanciacion de Xj nos puede permitir encontrar una
instanciacién que sea consistente con X;. Sin em-
bargo, cambiar la instanciacién de cualquiera de las
variables que hay entre X; y Xj, és initil, puesto que
no ha cambiado la razén por la que hemos detecta-
do un bloqueo para X;.

Ejemplo 6 La figura 12 muestra el drbol de
bisqueda que explora BJ para el CSP de la figu-
ra 9. El comportamiento de trashing que se observa
en la figura 10 se evita con el algoritmo BJ.

4.4. Algoritmo CBJ

El algoritmo CBIJ (conflict-directed backjump-
ing) [28] tiene un mecanismo de backtracking no
cronolégico mds sofisticado que BJ. Si BJ retrocede
a un nivel (/) y resulta que ya hemos probado todos
los valores del dominio de la variable X;, BJ retro-
cede al nivel / — 1, que es la profundidad de retroce-
so asociada a /. Sin embargo, en algunos casos, es
posible retroceder mds atrds. Esto se evita con CBJ,
cuyo pseudocddigo [25] se muestra en la figura 13.

procedimiento CBJ (i)

entrada: un CSP P = (X, D, R) con n variables
salida: las soluciones de P

cjto_conflicto[i] <+ 0
para cada a € D, hacer
asignaciones[i] < a
consistente <— CIERTO
para i < 1 hasta i — 1 mientras consistente
consistente < test(i, 1)
si no consistente
cjto_conflicto[i] + cjto_conflicto[i]U {h— 1}
si consistente
sii=n
mostrar-solucion()
cjto_conflicto[i] + cjto_conflicto[i]U{n — 1}
sino
profundidad_retroceso <— CBJ(i+ 1)
si profundidad_retroceso < i
retorna profundidad_retroceso
profundidad_retroceso < max(cjto_conflicto[])
cjto_conflicto[profundidad_retroceso] <
cjto_conflicto[profundidad_retroceso] U
cjto_conflicto[i] \ {profundidad_retroceso}
retorna profundidad_retroceso
fin procedimiento

Figura 13: Algoritmo CBJ
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Figura 14: Arbol generado por FC para el problema
de las 4 reinas

En CBJ, asociamos a cada variable X; su conjun-
to conflicto, que contiene las variables pasadas para
las cuales se ha detectado alguna inconsistencia con
X;. Cada vez que se detecta una inconsistencia en-
tre una instanciacion a; de la variable actual X; y
una instanciacion a;, de alguna variable pasada Xj,,
se afiade la variable X}, al conjunto conflicto de X;.
Cuando se ha agotado el dominio de X;, CBJ retro-
cede a la variable més profunda (Xg) del conjunto
conflicto de X;. Al mismo tiempo, las variables del
conjunto conflicto de X;, con la excepcién de X, se
afiaden al conjunto conflicto de X,, de manera que
no se pierde informacién sobre conflictos.

En cada invocacién de CBJ(i), el conjunto conflicto
de X; se vacia de cualquier informacién que con-
tenga de invocaciones previas. Si CBJ encuentra
una solucién, se aflade al conjunto conflicto de X,
la variable X,,_; para garantizar que CBJ retroced-
erd al nivel n — 1 cuando se hayan explorado todos
los valores de D,,.

5. Algoritmos Hibridos

Finalmente, presentamos dos algoritmos hibridos:
FC o algoritmo forward checking, y MAC o algorit-
mo maintaining arc consistency. Estos algoritmos
introducen propagacion de restricciones en el algo-
ritmo BT y, en la préctica, son los mas utilizados
en la resolucion de problemas computacionalmente
dificiles.

FC [17] es un algoritmo que fuerza a que, en ca-
da nodo, no haya ninguna variable futura que ten-

X

X2

X3

Xy

Figura 15: Arbol generado por MAC para el prob-
lema de las 4 reinas

ga algin valor de su dominio que sea inconsistente
con el valor que alguna variable pasada tiene asig-
nado en la rama que estamos considerando. Para
conseguirlo, FC elimina los valores de los domin-
ios de variables futuras que no cumplen esta condi-
cién; si alguno de estos dominios queda vacio, FC
hace backtracking. Esta condicién es equivalente a
exigir que sea arco consistente el conjunto de re-
stricciones en las que interviene la variable actu-
al y una variable futura. Es decir, FC funciona co-
mo BT, pero realiza arco consistencia entre restric-
ciones que conectan la variable actual y una vari-
able futura cada vez que se asigna un valor a la vari-
able actual.

MAC [29] funciona como FC, pero en cada nodo
del arbol de bisqueda se aplica el algoritmo AC
para alcanzar arco consistencia entre fodas las re-
stricciones del problema. Es decir, en cada nodo, se
simplifica mediante arco consistencia el CSP que
estamos considerando. Mientras que en FC exigi-
mos arco consistencia parcial, en MAC exigimos
arco consistencia total en cada nodo. Existen otros
algoritmos (por ejemplo, partial lookahead y full
lookahead) que, en cada nodo, exigen un grado de
consistencia local intermedio entre FC y MAC [17].

Ejemplo 7 La figura 14 muestra el drbol gener-
ado por FC para encontrar la primera solucion
del problema de las 4 reinas (suponiendo que las
variables se instancian en orden lexicogrdfico), y
la figura 15 muestra el drbol generado por MAC.
MAC genera 3 nodos menos que FC. Para con-
seguirlo, realiza mayor procesamiento por nodo. La
solucion generada es la que se muestra en la figu-
ra 2.



Si aplicamos en cada nodo del drbol de busque-
da generado por CBJ la misma propagacion de re-
stricciones que FC y MAC aplican a cada nodo del
arbol de bisqueda generado por BT, obtenemos dos
nuevos algoritmos hibridos, que se conocen como
CBJ-FC y CBJ-MAC.

El nivel de consistencia 6ptimo que hay que exigir,
en cada nodo del arbol de busqueda generado por
un algoritmo hibrido, depende de la estructura del
CSP que queremos resolver. Para cada CSP hay que
encontrar el compromiso entre lo que ganamos al
podar subérboles del espacio de busqueday el coste
computacional que supone exigir un cierto grado de
consistencia en cada nodo del 4arbol de busqueda.
Una comparacién tedrica de diferentes algoritmos
hibridos puede encontrarse en [18]. Una compara-
cién experimental exhaustiva de algoritmos que re-
suelven CSPs no se ha realizado; algunos traba-
jos que contienen comparaciones experimentales
son [4, 15, 17, 27, 29].

6. Conclusiones

En este articulo hemos presentado las principales
técnicas de resolucion de CSPs basadas tanto en
inferencia como en busqueda, asi como algoritmos
hibridos que combinan inferencia y bisqueda. Con
ello, esperamos haber proporcionado una primera
aproximacion al tema de CSPs y haber sentado las
bases para abordar temas mds avanzados tales co-
mo soft constraints [23], resolucién de CSPs no bi-
narios [1, 3] y CSPs distribuidos [12, 32].
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