œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ÏÂÎÏŒÌÅÎÉÑ ÆÁÊÌÏŒ ÞÅÒÅÚ ÌÉÎÉÀ ÓŒÑÚÉ

á.œ. åŒÆÉÍØÅŒÓËÉÊ^�

òÅÆÅÒÁÔ

ðÕÓÔØ P É Q | ÄŒÁ ÁÂÏÎÅÎÔÁ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÌÉÎÉÅÊ ÓŒÑÚÉ; ÁÂÏ- ÎÅÎÔ P ÉÍÅÅÔ ÓÔÁÒÕÀ ŒÅÒÓÉÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÅËÓÔÏŒÏÇÏ ÆÁÊÌÁ É ÈÏÞÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÂÎÏŒÌÅÎÎÕÀ ŒÅÒÓÉÀ ÜÔÏÇÏ ÆÁÊÌÁ ÏÔ ÁÂÏÎÅÎÔÁ Q. ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÓÕ- ÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÏÂÎÏŒÌÅÎÉÑ, ÐÅÒÅÄÁŒÁÑ poly(log jxj, log jyj, d(x, y), log(1/ε)) ÂÉ- ÔÏŒ ÐÏ ÌÉÎÉÉ ÓŒÑÚÉ (Œ ÏÂÏÉÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÈ); ÚÄÅÓØ x É y | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÓÔÁÒÁÑ É ÎÏŒÁÑ ŒÅÒÓÉÉ ÆÁÊÌÁ, d(x, y) | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÒÅÄÁËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ÔÅËÓÔÁ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÄÌÑ ÐÒÅŒÒÁÝÅÎÉÑ x Œ y, ε | ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ. œÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ poly(jxj, jyj, log(1/ε)).

1 œŒÅÄÅÎÉÅ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÕÈ ÁÂÏÎÅÎÔÏŒ, P É Q, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÄŒÕÓÔÏ- ÒÏÎÎÅÇÏ ËÁÎÁÌÁ ÓŒÑÚÉ. ðÕÓÔØ Õ ÁÂÏÎÅÎÔÁ P ÅÓÔØ ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ x, Á Õ ÁÂÏÎÅÎÔÁ Q | ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ y, ĂÂÌÉÚËÏÅĄ Ë x. áÂÏÎÅÎÔÕ P ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÏŒÏ y; ÏÄÎÁËÏ ÐÒÉ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÐÅÒÅÓÙÌËÉ ÓÌÏŒÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏ ÌÉÎÉÉ ÓŒÑÚÉ ÐÅÒÅÄÁŒÁÌÏÓØ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÍÅÎØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÂÉÔÏŒ. äÌÑ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÁÂÏÎÅÎÔ P ÕÖÅ ÉÍÅÅÔ ÆÁÊÌ x, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÉÎ- ÆÏÒÍÁÃÉÀ ÏÂ y. óÔÅÐÅÎØ ĂÓÈÏÄÓÔŒÁĄ d(x, y) ÍÅÖÄÕ ÆÁÊÌÁÍÉ x É y ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÔÅËÓÔÏŒÏÇÏ ÒÅÄÁËÔÏÒÁ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ x Œ y (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ.

ïÐÉÓÁÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ŒÏ- ÐÒÏÓÏŒ, ÉÚÕÞÁÅÍÙÈ Œ ÒÁÍËÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÍÍÕÎÉËÁÃÉÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. èÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÅÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ òÁÂÉÎÁ É ñÏ [6], ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÀÝÉÊ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÓÌÏŒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÍ ÁÂÏÎÅÎÔÁÍ P É Q, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÍÁÌÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ É ÐÅÒÅÓÙÌÁÀÝÉÊ ÐÏ ÌÉÎÉÉ ÓŒÑÚÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÂÉÔÏŒ. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÐÅÒÅÄÁÞÁ ÓÌÏŒÁ y ÏÔ Q Ë P (ÂÅÚ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÅÎÁ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÞÅÍ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÐÅÒÅÓÙÌËÉ ÐÏ ÌÉÎÉÉ ÓŒÑÚÉ ŒÓÅÈ ÂÉÔÏŒ ÓÌÏŒÁ y. íÙ ÖÅ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ: ÁÂÏÎÅÎÔ P ÕÖÅ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏŒÏ x, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÅ- ËÏÔÏÒÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÓÌÏŒÅ y; ËÁË ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ ÄÁÌÅÅ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ËÏÍÍÕÎÉËÁÃÉÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ log |x|+log |y|+d(x, y)+log ε^{−1}. îÁÛ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ŒÅÓØÍÁ ÐÒÏÓÔ (ÈÏÔÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÃÅÎËÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏÖÎÅÅ).

îÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÓÌÏŒÏ y ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÏŒÏÊ ŒÅÒÓÉÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÁÊÌÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ- ÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÅÒÅÓÌÁÔØ ÐÏ ÓÅÔÉ Ó ÓÅÒŒÅÒÁ Q ÐÏÌØÚÏŒÁÔÅÌÀ P; ÐÒÉ ÜÔÏÍ Õ ÐÏÌØÚÏŒÁÔÅÌÑ ÞÁÓÔÏ ÕÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÕÓÔÁÒÅŒÛÁÑ ŒÅÒÓÉÑ. åÓÌÉ ÓÅÒŒÅÒ ÚÎÁÅÔ, ËÁËÁÑ ÉÍÅÎÎÏ ŒÅÒÓÉÑ ÆÁÊÌÁ ÈÒÁÎÉÔÓÑ Õ ÐÏÌØÚÏŒÁÔÅÌÑ É ËÁËÉÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ Ó ÔÅÈ ÐÏÒ ÂÙÌÉ ŒÎÅÓÅÎÙ Œ ÆÁÊÌ, ÏÎ ÍÏ- ÖÅÔ ÐÏÓÌÁÔØ ÌÉÛØ ÜÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ; ÏÄÎÁËÏ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÛ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍ.

�ëÁÆÅÄÒÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ É ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ, ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÕÌØ- ÔÅÔ, íÏÓËÏŒÓËÉÊ çÏÓÕÄÁÒÓÔŒÅÎÎÙÊ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ ÉÍ. í.œ. ìÏÍÏÎÏÓÏŒÁ. üÌÅËÔÒÏÎÎÙÊ ÁÄÒÅÓ: alexand@evfimyev.mccme.rssi.ru

óŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÎÁÛÅÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ĂÓÈÏÄÓÔŒÁĄ ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ Œ ÒÁÂÏÔÁÈ èÁÎÎÅÎÈÁÌÌÉ É ðÅŒÚÎÅÒÁ [2], ÇÄÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅ- ÎÉÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÒÅÄÁËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ ÏÄÎÏ ÚÁ- ÄÁÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ Œ ÄÒÕÇÏÅ. ôÁËÖÅ ÏÎÉ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÌÉÓØ ûÕÌØÍÁÎÏÍ É ãÕËÅÒÍÁÎÏÍ Œ ÓÔÁÔØÅ [4] Œ ÒÁÍËÁÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÏÄÏŒ, ÉÓÐÒÁŒÌÑÀÝÉÈ ÏÛÉÂËÉ.

òÅÛÁÅÍÕÀ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÚÁÄÁÞÕ ÍÎÅ ÓÏÏÂÝÉÌ á.è. ûÅÎØ. ñ ÇÌÕÂÏËÏ ÐÒÉÚÎÁÔÅÌÅÎ á.è. ûÅÎÀ, î.ë. œÅÒÅÝÁÇÉÎÕ É á. òÁÚÂÏÒÏŒÕ ÚÁ ÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÐÏÍÏÝØ.

ðÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÁÑ ŒÅÒÓÉÑ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ (ÎÁ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÍ ÑÚÙËÅ) ÂÕÄÅÔ ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÁ Œ Proceedings of the Ninth Annual Symposium on Discrete Algorithms [1].

2 ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ d(x, y) ÏÔ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ y ÄÏ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÔÅËÓÔÏŒÏÇÏ ÒÅÄÁËÔÏÒÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÄÌÑ ÐÒÅ- ŒÒÁÝÅÎÉÑ ÓÌÏŒÁ x Œ ÓÌÏŒÏ y. äÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÉÐÏŒ:

• ŒÓÔÁŒËÁ ÂÉÔÁ: AB → A0B ÉÌÉ A1B;

• ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÂÉÔÁ: A0B → AB ÉÌÉ A1B → AB;

• ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÂÌÏËÁ: AXBC → ABXC;

• ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÂÌÏËÁ: AXB → AB;

• ÕÄŒÏÅÎÉÅ (ËÏÐÉÒÏŒÁÎÉÅ) ÂÌÏËÁ: AXBC → AXBXC.

åÓÌÉ k ¿ d(x, y), ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ y k{ÂÌÉÚËÏ Ë ÓÌÏŒÕ x.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÄÌÑ ÁÂÏÎÅÎÔÏŒ P É Q, ËÏÔÏ-

ÒÙÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏŒ x É y É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ε > 0 ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÀÔ ÐÅÒÅÄÁÞÕ ÓÌÏŒÁ y ÏÔ ÁÂÏÎÅÎÔÁ Q Ë ÁÂÏÎÅÎÔÕ P Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ ε. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÐÅÒÅÓÙÌÁÅÍÙÈ ÂÉÔÏŒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ poly(d(x, y), log |x|, log |y|, log ε^{−1}), Á ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ poly(|x|, |y|, log ε^{−1}). âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ËÏÍÍÕÎÉËÁÃÉÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓŒÅÒÈÕ ŒÅÌÉ- ÞÉÎÏÊ O( d(x, y)^2 log |y| · (log |x| + 5 log |y| + log ε^{−1}) ) (ÓÍ. (2)).

3 ïÐÉÓÁÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ

îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏŒÁ y ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÄŒÏÊËÉ: |y| = 2^r, r ∈ N (Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÂÏÎÅÎÔ Q ÍÏÖÅÔ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ Ë y É ÓÏÏÂÝÉÔØ ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÁÂÏÎÅÎÔÕ P). œÎÁÞÁÌÅ ÁÂÏÎÅÎÔ Q ÐÏÓÙÌÁÅÔ ÁÂÏÎÅÎÔÕ P ÄÌÉÎÕ ÓÌÏŒÁ y, Á P ŒÙÄÅÌÑÅÔ ÐÁÍÑÔØ ÄÌÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍÏÊ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ. úÁÔÅÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ÁÂÏÎÅÎÔÏŒ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ Q, ŒÙÂÉÒÁÅÔ É ÓÏÏÂÝÁÅÔ ÄÒÕÇÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p = ^(|x| · |y|^5ε^{−1}); ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ,

501 · |x||y|^5ε^{−1} 6 p 6 100 · 501 · |x||y|^5ε^{−1}. (1)

ðÏÉÓË ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÙÐÏÌÎÉÔØ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ, ŒÏÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁŒÛÉÓØ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÐÒÏÓÔÏÔÙ (ÓÍ. [3, 5]).

ïÓÎÏŒÎÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÏÊ ÎÁÛÅÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ĂÐÏÐÙÔËÁ ÐÅÒÅÓÌÁÔØ ÐÏÄÓÌÏŒÏ z ÓÌÏŒÁ y ÏÔ Q Ë PĄ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÞÅÒÅÚ try(z). ðÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ try(z) ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÁË P, ÔÁË É Q ÕÖÅ ÚÎÁÀÔ ÄÌÉÎÕ ÐÏÄÓÌÏŒÁ z É ÅÇÏ ÍÅÓÔÏÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ Œ y É, ËÒÏÍÅ

ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÁÂÏÎÅÎÔ P ÕÖÅ ÐÏÌÕÞÉÌ ÞÁÓÔØ y, ÌÅÖÁÝÕÀ ÓÌÅŒÁ ÏÔ z (ÈÏÔÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁÌÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÄÁÎÎÁÑ ÁÂÏÎÅÎÔÕ P ÞÁÓÔØ ÓÌÏŒÁ y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÛÉÂËÕ).

þÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ try(z), ÁÂÏÎÅÎÔ Q ÓÎÁÞÁÌÁ ŒÙÂÉÒÁÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔ α ÉÚ ÐÏÌÑ ŒÙÞÅÔÏŒ Z/pZ É ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ĂËÏÎÔÒÏÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕĄ ÐÏÄÓÌÏŒÁ z, ÒÁŒÎÕÀ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Z/pZ:

β = z_0 + z_1α + z_2α^2 + . . . + z_{|z|−1}α^{|z|−1} = = |z|−1X

j=0 z_jα^j, ÇÄÅ z = z_0z_1 . . . z_{|z|−1}.

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ α É β ÐÏÓÙÌÁÀÔÓÑ ÁÂÏÎÅÎÔÕ P. ôÏÔ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÐÅÒÅÂÉÒÁÅÔ ŒÓÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ |z| Œ ÓÌÏŒÅ x, Á ÔÁËÖÅ Œ ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÅÊÓÑ Õ ÎÅÇÏ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÌÏŒÁ y, É ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÐÏÄÓÌÏŒ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ (ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÅ, É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ ÖÅ ŒÙÞÅÔÏÍ α). åÓÌÉ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ÎÅ ÓÏŒÐÁÌÁ Ó β, ÔÏ P ÓÏÏÂÝÁÅÔ Q Ï ÎÅÕÄÁÞÅ Œ ÏÐÅÒÁÃÉÉ try(z). åÓÌÉ ÖÅ P ÎÁÛÅÌ ÐÏÄÓÌÏŒÏ Ó ËÏÎÔÒÏÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ β, ÏÎ ËÏÐÉÒÕÅÔ ÜÔÏ ÐÏÄÓÌÏŒÏ É ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÅÔ ÅÇÏ ËÏÐÉÀ ÓÐÒÁŒÁ Ë ÒÁÎÅÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ y ÎÁ ÍÅÓÔÏ ÐÏÄÓÌÏŒÁ z; Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ ÓÏÏÂÝÁÅÔ Q, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÒÏÛÌÁ ÕÓÐÅÛÎÏ (ÒÉÓ. 1).

œ - P Q x y z α, β õÓÐÅÈ z^′ O

ÕÖÅ ÐÅÒÅÄÁÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ß ÕÖÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ] òÉÓ. 1: œÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ try(z).

åÓÌÉ ÐÅÒÅÄÁÞÁ ÐÏÄÓÌÏŒÁ z ÎÅ ÕÄÁÌÁÓØ, ÍÙ ÄÅÌÉÍ z ÐÏÐÏÌÁÍ É ÐÏŒÔÏÒÑÅÍ ÜÔÕ ÏÐÅ- ÒÁÃÉÀ Ó ÌÅŒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÏÊ z ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏÇÏ ŒÙÚÏŒÁ. âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ send(z) ÄÌÑ ÐÅÒÅÓÙÌËÉ ÐÏÄÓÌÏŒÁ z:

procedure send(z);
begin
  if |z| = 1 then ÐÅÒÅÄÁÅÍ z ÎÁÐÒÑÍÕÀ;
  else begin
    try(z); if ÎÅÕÄÁÞÁ then begin
      send(ÌÅŒÁÑ ÐÏÌÏŒÉÎÁ z);
      send(ÐÒÁŒÁÑ ÐÏÌÏŒÉÎÁ z);
    end;
  end;
end.

îÁÛ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ (Ó ÂÏÌØÛÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ) ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅ: ÐÅÒÅÄÁŒÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ z, ÍÙ ÕÖÅ ÐÅÒÅÄÁÌÉ ŒÓÀ ÞÁÓÔØ ÓÌÏŒÁ y, ÌÅÖÁÝÕÀ ÓÌÅŒÁ ÏÔ z. ïÐÅÒÁÃÉÑ ÐÅÒÅÓÙÌËÉ ŒÓÅÇÏ ÓÌÏŒÁ y ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÀ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÉ

send(y).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔ; ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉÃÙ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÅÒÅÓÙÌÁÅÍÙÈ ÂÉÔÏŒ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÅÍÍ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁ- ÒÁËÔÅÒÁ. ïÄÎÁËÏ ÐÏËÁ ÍÙ ÏÔÌÏÖÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍ É ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

4 äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÎÁÄÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÓŒÅÒÈÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÂÉÔÏŒ, ÐÅÒÅÄÁŒÁÅÍÙÈ ÐÏ ÌÉÎÉÉ ÓŒÑÚÉ, É ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂÏÞÎÏÊ ÐÅÒÅÄÁÞÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÓÐÅÒŒÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÃÅÎÉÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ try(z), ÉÓÐÏÌÎÑÅÍÙÈ ÎÁÛÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2 (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 5), ÓÌÏŒÏ y ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ M 6 112 d(x, y)^2 ÂÌÏ- ËÏŒ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÂÌÏË ÂÕÄÅÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ ÌÉÂÏ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÂÌÏËÏÍ Œ x, ÌÉÂÏ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÂÌÏËÏÍ Œ y, ÌÅÖÁÝÉÍ ÓÌÅŒÁ ÏÔ ÎÅÇÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ try(z), ÁÒÇÕÍÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÔÁËÏÍ ÂÌÏËÅ, ÂÕÄÅÔ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÕÓÐÅÛÎÏÊ (ÈÏÔÑ ÎÅ- ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ send(z) ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÙÅ ŒÙÚÏŒÙ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÐÏÄÓÌÏŒÏ z ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÒÁÎÉÃÕ ÍÅÖÄÕ ËÁËÉÍÉ-ÎÉÂÕÄØ ÄŒÕÍÑ ÜÔÉÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ.

ëÁËÉÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ z ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ send(z) ŒÏ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ? ôÏÌØËÏ ÔÅ, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÄŒÏÊËÉ É ÞØÑ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ËÒÁÔÎÁ ÉÈ ÄÌÉÎÅ. åÓÌÉ |y| = 2^n, ÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1, . . . , n ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ M ÔÁËÉÈ ÐÏÄÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 2^i ÍÏÇÕÔ ÐÅÒÅÓÅÞØ ÇÒÁÎÉÃÕ ÍÅÖÄÕ ÂÌÏËÁÍÉ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÏÄÓÌÏŒ z, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÑ send(z) ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÙÅ ŒÙÚÏŒÙ, ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ M log |y|. ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ send(z) ÓÐÅÒŒÁ ŒÙÚÙŒÁÅÔ try(z), Á ÚÁÔÅÍ ÄÅÌÁÅÔ ÄŒÁ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÙÈ ŒÙÚÏŒÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ N_{try} ŒÙÚÏŒÏŒ ÏÐÅÒÁÃÉÉ try(z) ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

N_{try} 6 3M log |y| 6 336 d(x, y)^2 log |y|.

(íÙ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÓÌÕÞÁÊ |z| = 1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒÅÓÙÌËÁ ÏÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ | ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ.)

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÂÏÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ try(z). œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÅÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÁÂÏÎÅÎÔ Q ÐÅÒÅÄÁÅÔ ÁÂÏÎÅÎÔÕ P ÞÉÓÌÁ α É β, ÄÌÉÎÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ ⌈log p⌉; P ÐÅÒÅÓÙÌÁÅÔ ÌÉÛØ ÏÄÉÎ ÂÉÔ. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÂÉÔÏŒ, ÐÅÒÅÓÙÌÁÅÍÙÈ ŒÏ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ŒÓÅÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ

N_{bits} 6 log |y| + ⌈log p⌉ + N_{try} · (2⌈log p⌉ + 1) 6 6 O( d(x, y)^2 log |y| · ⌈log p⌉ ). éÓÐÏÌØÚÕÑ ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÞÉÓÌÏ p (ÉÚ (1)), ÐÏÌÕÞÁÅÍ: p 6 O(|x||y|^5ε^{−1}) ⇒ ⇒ N_{bits} 6 O( d(x, y)^2 log |y| · ⌈log p⌉ ) 6 6 O( d(x, y)^2 log |y| · (log |x| + 5 log |y| +

+ log ε^{−1}) ) 6 poly( d(x, y), log |x|, log |y|, log ε^{−1} ); (2)

ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÎÁ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÏÞÅŒÉÄÎÁ.

îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÏÃÅÎÉÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ. þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÌÉ ÐÏÄ- ÓÌÏŒÏ z Ó ÐÏÄÓÌÏŒÏÍ z^′, ÎÁÛ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÉÈ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ, Ô.Å. ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÙ ŒÉÄÁ z_0 + z_1α + z_2α^2 + . . . + z_{|z|−1}α^{|z|−1}

Œ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÔÏÞËÅ α ∈ Z/pZ, É ÓÒÁŒÎÉŒÁÅÔ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. áÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÅÔ ÓÏŒÅÒÛÉÔØ ÏÛÉÂËÕ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ z ≠ z^′ É ËÏÇÄÁ ŒÙÞÅÔ α ÏËÁÚÁÌÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

(z_0 − z^′_0) + (z_1 − z^′_1)α + (z_2 − z^′_2)α^2 + . . . + +(z_{|z|−1} − z^′_{|z|−1})α^{|z|−1}. (3) üÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÀ, Á ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÅÎØÛÅ |z|; ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÐÒÉ ÓÒÁŒÎÅÎÉÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ^{|z|}_p . œÏ ŒÒÅÍÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÏÄÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ try(z) ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅÌÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ |x| + |y| ÓÒÁŒÎÅÎÉÊ, Á ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÅ

ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ N_{try}, ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÝÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓŒÅÒÈÕ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅÍ N_{try} · (|x| + |y|) · |y|p^{−1} 6 500 d(x, y)^2|x||y|^3p^{−1}. ðÒÉÎÉÍÁÑ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ d(x, y) 6 |y| É p > 500 · |x||y|^5ε^{−1} (ÓÍ. (1)), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ: 500 d(x, y)^2|x||y|^3p^{−1} < < 500|x||y|^5 · (500|x||y|^5ε^{−1})^{−1} = ε. 5 œÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÌÅÍÍÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. îÁÚÏŒÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ËÏÐÉÒÏŒÁÎÉÑ{ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÑ (ëð{ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ) ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ABC Œ ÓÌÏŒÏ ABCB (ÇÄÅ A, B É C | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÓÌÏŒÁ). œ ÓÌÏŒÅ ABCB ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÅÒŒÏÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ÂÌÏËÁ B ÂÌÏËÏÍ{ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ, Á ŒÔÏÒÏÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ | ÂÌÏËÏÍ{ËÏÐÉÅÊ.

ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ ÓÌÏŒÏ y k{ÂÌÉÚËÏ Ë ÓÌÏŒÕ x, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÎÅ

ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 4k ëð{ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÓÌÏŒÏ x Œ ÓÌÏŒÏ xuy (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏ- ÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ u). ëÁÖÄÙÊ ÂÉÔ Œ ÓÌÏŒÅ xuy ÍÏÖÅÔ ŒÈÏÄÉÔØ Œ ÂÌÏËÉ{ÉÓÔÏÞÎÉËÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÄŒÕÈ ëð{ÏÐÅÒÁÃÉÊ Œ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÓÅ ÂÌÏËÏŒÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ k{ÂÌÉÚÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÅ- ÒÅŒÅÄÅÎÙ ÎÁ ÑÚÙË ÏÐÅÒÁÃÉÊ ËÏÐÉÒÏŒÁÎÉÑ{ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÑ (ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 4-È ëð{ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ŒÍÅÓÔÏ ÏÄÎÏÊ ÂÌÏËÏŒÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

õÄÁÌÅÎÉÅ: ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ: ëÏÐÉÒÏŒÁÎÉÅ: ABC ABCD ABCD ABC A ABCD A ABCD ABC ABC AC ABCD AC ABCD ABCB ABCD ACB ABCD ABCBD ABCD ACBD

ïÐÅÒÁÃÉÉ Ó ÂÉÔÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÏÐÅÒÁÃÉÉ Ó ÂÌÏËÁÍÉ (ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔ É ÎÕÌÉ, É ÅÄÉÎÉÃÙ).

ðÏÌÕÞÉŒÛÅÅÓÑ ÓÌÏŒÏ xuy ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÍ ÉÚ ÐÏÄÓÌÏŒ, ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ ÐÏÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ 1{ÂÌÉÚËÏ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÂÉÔ Œ xuy ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÄÓÌÏŒ, ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ Œ ÂÌÏËÅ{ÉÓÔÏÞÎÉËÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÔÅÈ ëð{ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÞÁÓÔŒÕÀÔ Œ ÐÏÒÏÖÄÅÎÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÏÄÓÌÏŒÁ, Ô.Å. ÔÏÌØËÏ ÄŒÁ- ÖÄÙ.

ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ ÓÌÏŒÏ y k{ÂÌÉÚËÏ Ë ÓÌÏŒÕ x, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ

ÎÅ ÂÏÌÅÅ 112 · k^2 ëð{ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ x Œ ÓÌÏŒÏ xy.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ u, ÞÔÏ x ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ Œ ÓÌÏŒÏ w = xuy ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ m 6 4k ëð{ÏÐÅÒÁÃÉÊ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ëð{ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÅÅ ÂÌÏË{ÉÓÔÏÞÎÉË [p, q] É ÂÌÏË-ÐÒÉÅÍÎÉË [p^′, q^′] (ÇÄÅ p ÅÓÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÂÉÔÁ Œ ÂÌÏËÅ [p, q], Á q | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÂÉÔÁ); ÐÒÉ ÜÔÏÍ

p 6 q < p^′ 6 q^′, q − p = q^′ − p^′, É ÐÏÄÓÌÏŒÁ wpwp+1 . . . wq É wp0 wp0+1 . . . wq0 ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÞÁÓÔÏË uy ÏÂÒÁÚÏŒÁÎ ëð{ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ, ÏÎ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m ÂÌÏËÏŒ{ËÏÐÉÊ, ÒÁÓ- ÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ ÚÁ ÄÒÕÇÏÍ (ÒÉÓ. 2).

0123456789 560123457895601 245781201248967578

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

- œ - œ - œ x u^{y ëð{ÏÐÅÒÁÃÉÉ:}(Œ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÃÉ-_{ÆÒÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔÂÉÔÁÍ)}

1. [5,6] → [10,11]; 2. [0,5] → [12,17]; 3. [7,14] → [18,25]; 4. [16,19] → [26,29]; 5. [13,14] → [30,31]; 6. [23,26] → [32,35]; 7. [19,20] → [36,37]; 8. [6,7] → [38,39]; 9. [17,19] → [40,42].

òÉÓ. 2: ðÒÉÍÅÒ ÓÌÏŒÁ xuy, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÉÚ x Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ëð{ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. úÄÅÓØ ÃÉÆÒÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ (ÏÄÉ- ÎÁËÏŒÙÅ ÃÉÆÒÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍ ÐÏÄÓÌÏŒÁÍ); ÂÌÏËÉ{ÉÓÔÏÞÎÉËÉ ÐÏËÁÚÁÎÙ ÐÏÄ ÓÌÏŒÏÍ, ÂÌÏËÉ{ËÏÐÉÉ | ÎÁÄ ÓÌÏŒÏÍ.

îÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÉ ÓÌÏŒÁ u ÐÕÔÅÍ ÔÁËÏÇÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ ëð{ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÞÔÏ ÎÏŒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÙŒÁÔØ x ÕÖÅ ÎÅ Œ xuy, Á Œ xy. üÔÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ ÐÏÛÁÇÏŒÏ, ÕÓÔÒÁÎÑÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÐÒÁŒÙÊ ÂÌÏË{ËÏÐÉÀ Œ ÓÌÏŒÅ u; ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÌÏËÉ{ËÏÐÉÉ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ u (ÌÅÖÁÝÉÅ ÓÌÅŒÁ ÏÔ ÕÄÁÌÑÅÍÏÇÏ ÂÌÏËÁ), ÎÅ ÚÁÔÒÁÇÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏÍ ÛÁÇÅ, ÏÄÎÁËÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ëð{ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ y, ÉÚÍÅÎÑÀÔÓÑ.

ðÅÒÅÄ ÎÁÞÁÌÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÌÉ ÇÒÁÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ÓÌÏŒÁÍÉ u É y ÐÏ ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÂÌÏËÕ{ËÏÐÉÉ. åÓÌÉ ÐÒÏÈÏÄÉÔ, ÚÁÍÅÎÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ëð{ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÎÁ ÄŒÅ ëð{ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÇÒÁÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ u É y ÓÔÁÌÁ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÎÏŒÙÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ{ËÏÐÉÑÍÉ.

ûáç ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ:

ðÅÒÅÄ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÛÁÇÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏÄÌÅÖÁÝÉÊ ÕÄÁÌÅÎÉÀ ÂÌÏË{ËÏÐÉÑ [p^′, q^′] Œ ÓÌÏŒÅ u ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ{ÉÓÔÏÞÎÉËÁÍÉ [p_j, q_j]; ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ÂÌÏËÉ{ËÏÐÉÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ Œ ÓÌÏŒÅ y (ÒÉÓ. 3).

0123456789 560123457895601 245781201248967578

3 4 6 7 9 3 4 6 7 9

- œ - œ - œ x u^y 3^0

3^0

òÉÓ. 3: óÌÏŒÏ ÉÚ ÒÉÓ. 2 ÐÅÒÅÄ ÛÁÇÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. ëð{ÏÐÅÒÁÃÉÑ 3 ÒÁÚÂÉÔÁ ÎÁ ÄŒÅ; ÔÅ ÂÌÏËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ ŒÏ ŒÒÅÍÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÛÁÇÁ, ÎÅ ÐÏËÁÚÁÎÙ.

ðÏÄÛÁÇ 1: ëÁÖÄÙÊ ÂÌÏË{ÉÓÔÏÞÎÉË, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊÓÑ Ó ÐÒÁŒÙÍ ÂÌÏËÏÍ{ËÏÐÉÅÊ [p^′, q^′], ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÞÁÓÔÉ; ÔÏÞËÁÍÉ ÄÅÌÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÌÅŒÁÑ É ÐÒÁŒÁÑ ÇÒÁÎÉÃÙ ÂÌÏËÁ [p^′, q^′], Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅ ÔÅ ÇÒÁÎÉÃÙ ŒÓÅÈ ÂÌÏËÏŒ{ÉÓÔÏÞÎÉËÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÎÕÔÒÉ [p^′, q^′]. òÁÚÂÉŒÁÑ ÂÌÏËÉ{ÉÓÔÏÞÎÉËÉ, ÍÙ ÔÁËÖÅ ÒÁÚÂÉŒÁÅÍ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ÂÌÏËÉ{ ËÏÐÉÉ (ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ Œ ÓÌÏŒÅ y), ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÚÁÍÅÎÑÅÍ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÉÈ ëð{ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ëð{ÏÐÅÒÁÃÉÊ (ÒÉÓ. 4).

ðÏÄÛÁÇ 2: ôÅÐÅÒØ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÂÌÏËÁ{ÉÓÔÏÞÎÉËÁ ŒÎÕÔÒÉ [p^′, q^′] ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. œ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ ÂÌÏËÏŒ{ÉÓÔÏÞÎÉËÏŒ ŒÙÂÅÒÅÍ ÔÏÔ

0123456789 560123457895601 245781201248967578 3 3 4 6 7 9

- œ - œ - œ x u^y 3^0

3^0 4 4^04^{00} 6 6^0 7 7^0 99^09^{00}

4^0400 6^0 7^0 9^{00} 9^0

òÉÓ. 4: òÅÚÕÌØÔÁÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÐÏÄÛÁÇÁ 1.

ÉÚ ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÁÍÙÊ ÌÅŒÙÊ ÂÌÏË{ËÏÐÉÑ Œ y. úÁÔÅÍ ÉÚÍÅÎÉÍ ëð{ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÂÌÏËÁÍ{ÉÓÔÏÞÎÉËÁÍ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÊ ŒÙÛÅ ÂÌÏË{ËÏÐÉÀ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÉÈ ÎÏŒÏÇÏ ÂÌÏËÁ{ÉÓÔÏÞÎÉËÁ (ÒÉÓ. 5).

0123456789 560123457895601 245781201248967578 3 3 4 6 7 9

- œ - œ - œ x u^y 3^0

3^0 4 4^04^{00} 6 6^0 7 7^0 99^09^{00}

4^0400 6^0 7^0 9^{00} 9^0

òÉÓ. 5: òÅÚÕÌØÔÁÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÐÏÄÛÁÇÁ 2.

ðÏÄÛÁÇ 3: œÓÅ ÂÌÏËÉ{ÉÓÔÏÞÎÉËÉ, ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ ŒÎÕÔÒÉ [p^′, q^′], ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.

ðÏÄÌÅÖÁÝÉÊ ÕÄÁÌÅÎÉÀ ÂÌÏË{ËÏÐÉÑ [p^′, q^′] ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÂÌÏËÕ{ÉÓÔÏÞÎÉËÕ [p, q], ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÏÍÕ ÓÌÅŒÁ ÏÔ [p^′, q^′] (ÇÄÅ-ÎÉÂÕÄØ Œ u ÉÌÉ Œ x). ðÏÓËÏÌØËÕ ÂÌÏËÉ [p, q] É [p^′, q^′] ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔØ Œ [p, q] ŒÓÅ ÂÌÏËÉ{ ÉÓÔÏÞÎÉËÉ ÉÚ [p^′, q^′]. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ŒÎÕÔÒÉ [p^′, q^′] ÎÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÂÌÏËÁ{ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ; ÜÔÏÔ ÕÞÁÓÔÏË ÓÌÏŒÁ u ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÂÅÓÐÏÌÅÚÎÙÍ. íÙ ÕÄÁÌÑÅÍ ÜÔÏ ÐÏÄ- ÓÌÏŒÏ, Á ÔÁËÖÅ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÅÇÏ ëð{ÏÐÅÒÁÃÉÀ Ă[p, q] → [p^′, q^′]Ą ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëð-ÏÐÅÒÁÃÉÊ (ÒÉÓ. 6).

0123456789 56012345 245781201248967578 4 6 7 9

- œ - œ x^y

3^0

3^0 4 4^04^{00} 6 6^0 7 7^0 99^09^{00}

4^0400 6^0 7^0 9^{00} 9^0

- œ u^′

òÉÓ. 6: òÅÚÕÌØÔÁÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ŒÓÅÇÏ ÛÁÇÁ.

ðÏÓÌÅ ÏÄÎÏÇÏ ÛÁÇÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÂÌÏËÏŒ{ËÏÐÉÊ ŒÎÕÔÒÉ u ÕÍÅÎØÛÁ- ÅÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ŒÓÅÇÏ ÓÌÏŒÁ u ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m ÛÁÇÏŒ.

îÁÍ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÃÅÎÉÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÂÌÏËÏŒ ÐÏÓÌÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. ïÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ s ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË Œ ÓÌÏŒÅ u (ÇÒÁÎÉÃ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÂÉÔÁÍÉ),

ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÕ ÇÒÁÎÉÃÕ (ÌÅŒÕÀ ÉÌÉ ÐÒÁŒÕÀ) ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÂÌÏËÁ{ÉÓÔÏÞÎÉËÁ (ÅÓÌÉ ÎÁ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÇÒÁÎÉÃ, ÍÙ ÅÅ ÓÞÉÔÁÅÍ ËÁË ÏÄÎÕ). ðÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÂÌÏËÏŒ{ÉÓÔÏÞÎÉËÏŒ, ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÉÈ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÂÉÔ ÉÚ ÓÌÏŒÁ u. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ t ÎÅ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÂÌÏËÏŒ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ t; ŒÙŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÂÌÏËÏŒ{ÉÓÔÏÞÎÉËÏŒ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÓÌÏŒÁ u ÍÏÖÅÔ ÌÉÛØ ÕÍÅÎØÛÉÔØ t; ÐÒÉ ÐÅÒÅ- ÍÅÝÅÎÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÂÌÏËÏŒ{ÉÓÔÏÞÎÉËÏŒ Ó ÂÌÏËÁ [p^′, q^′] ÎÁ ÂÌÏË [p, q] t ÍÏÖÅÔ ÕŒÅÌÉÞÉÔØÓÑ ÎÁ 1, ÎÏ ÜÔÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÔÕÔ ÖÅ ÓËÏÍÐÅÎÓÉÒÏŒÁÎÏ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ëð{ÏÐÅÒÁÃÉÉ Ă[p, q] → [p^′, q^′]Ą.

úÎÁÞÅÎÉÅ s ÍÏÖÅÔ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÔØÓÑ, ÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1 ÚÁ ËÁÖÄÙÊ ÛÁÇ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÐÅÒŒÏÍ ÛÁÇÅ s ÍÏÖÅÔ ÕŒÅÌÉÞÉÔØÓÑ ÎÁ 2). îÁ ÐÏÄÛÁÇÅ 1 Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ĂÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅËĄ ÍÏÇÕÔ ÄÏÂÁŒÉÔØÓÑ ÌÉÛØ ÄŒÅ ÎÏŒÙÅ ÔÏÞËÉ | ÌÅŒÁÑ É ÐÒÁŒÁÑ ÇÒÁÎÉÃÙ ÂÌÏËÁ{ËÏÐÉÉ [p^′, q^′]; ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÏŒÙÅ ÇÒÁÎÉÃÙ ÐÒÏŒÏÄÑÔÓÑ Œ ÔÏÞËÁÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÇÒÁÎÉÃÙ ÒÁÎÅÅ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÛÁÇ | ÎÅ ÐÅÒŒÙÊ, ÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÇÒÁÎÉÃÁ ÂÌÏËÁ [p^′, q^′] ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ, ÞÔÏ É ÌÅŒÁÑ ÇÒÁÎÉÃÁ ÂÌÏËÁ{ËÏÐÉÉ, ÕÄÁÌÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÛÁÇÅ; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÕÖÅ ÐÏÓÞÉÔÁÎÁ. îÁ ÐÏÄÛÁÇÅ 2 ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ s ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ; ÎÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÏÎÁ É ÎÁ ÐÏÄÛÁÇÅ 3, ÔÁË ËÁË, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ËÁÖÄÁÑ ÎÏŒÁÑ ÇÒÁ- ÎÉÞÎÁÑ ÔÏÞËÁ ŒÎÕÔÒÉ [p, q] ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÕÄÁÌÑÅÍÏÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÅ ŒÎÕÔÒÉ [p^′, q^′], Á ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÏÂÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÎÙÅ Ó ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÇÒÁÎÉÃ [p^′, q^′], ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÁÈ, ÕÖÅ ÒÁÎÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁŒÛÉÈ ÇÒÁÎÉÃÙ.

ðÅÒÅÄ ÎÁÞÁÌÏÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ t ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÌÏ 2 (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 1), Á ÚÎÁÞÅÎÉÅ s ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÌÏ 2m. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m ÛÁÇÏŒ, ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÛÁÇÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

s 6 3m + 1; t 6 2.

îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÛÁÇÁ 1 ŒÎÕÔÒÉ ÂÌÏËÁ{ËÏÐÉÉ [p^′, q^′] ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ s · t ÂÌÏËÏŒ{ ÉÓÔÏÞÎÉËÏŒ. ôÁË ËÁË ÔÏÌØËÏ ÜÔÉ ÂÌÏËÉ ÍÏÇÕÔ ÄÏÂÁŒÉÔØÓÑ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ŒÓÅÈ ÂÌÏËÏŒ{ ÉÓÔÏÞÎÉËÏŒ ÎÁ ÜÔÏÍ ÛÁÇÅ, ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÂÌÏËÏŒ ŒÏÚÒÁÓÔÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 6m + 2.

ðÏÓÌÅ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ëð{ÏÐÅÒÁÃÉÊ M ÍÏÖÎÏ ÏÃÅ- ÎÉÔØ ÔÁË:

M 6 m + m · st 6 3m + 6m^2 6 7m^2 6 112k^2

(ÐÒÉ m > 3).

óÐÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ

[1] A.V. Ev˛mievski, A probabilistic algorithm for updating ˛les over a communication link.

Proc. ACM{SIAM Symposium on Discrete Algorithms, 1998 (to appear)

[2] Sridhar Hannenhalli, Pavel Pevzner, Transforming men into mice (polynomial algorithm for genomic distance problem). Tech. Report CSE{95{012, Dep. of Computer Science and Engineering, Penn. State Univ., May 1995

[3] M.O. Rabin, Probabilistic algorithms for testing primality. J. Number Theory, 12(1980), p. 128{138

[4] Leonard J. Schulman, David Zuckerman, Asymptotically good codes correcting insertions, deletions, and transpositions. Proc. ACM{SIAM Symposium on Discrete Algorithms, 1997

[5] R. Solovay, V. Strassen, A fast Monte{Carlo test for primality. SIAM J. Comput., 6(1977), p. 84{85; Erratum 7(1978), p. 118

[6] A.C. Yao, Some complexity questions related to distributed computing. Proc. 11th Ann.

ACM Symp. on Theory of Computing (1979), p. 209{213