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��
�� ���
����� �
��
 ����
� ��
� �
����� ����
� $�

• ;� � ��� �� 
�
	�

� ��
� ����
� ������ �
����� ����
� v� 
�
� 
��� ���
��� 
�
 �
���
��� �
� ����
� ���
 �
����� ����
� v + 1�

• � �
	�

 ������� �� ������
� 
�
 ���
 �
����� ����
� �� �
� ����
��

0�� v ������ ��
� ���
 	���
	
 ���	
���� ���
��

� ��� v ��	���� �� �
��
�
���
�	���
��� �� ��� v�� 0�� v �����	���� ������� �� � 	���
	
 ���	
���� p
���
�	���
��� �� ���� ��	
 p ��� �
	��
 =��
�	
�
� ���� �� � �
��
�� �
 ���
��� �
��
� 	���
�������� ����
� ��
� �
����� ����
� v� ���� �
�
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� 
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 �
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��� v� ��� ����� �
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�
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� ���
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���� ����
 
���
 �
�


�
����
�� 0�� v �����	���� 
��
���� �
 
�
 
����
�
 
��
 t 
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�
 ��� ���


�����

� ��	���� �� 
�	� ���	
���� p 	���
	
 ��
��� 
�
 ��

���� �
����

�
�� 
�
 ������ �
��
 �� ��� v ��� 
��
 t�

,
 �
 ����� v 
� �
 
�
 ��

���� ���� 
�
 �
��
 �� ��� v 
� 
�
 ������
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��� �� ��� v + 1� B����
 9 �����
��

� ��� 
��	�� �
��

 
� ���� ���
�
����� ����
�� �� ����
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 ��
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��	� v ��
� �� �
 ��
���� 	���
	
 ��
��� ���
v �
	���
 ��� v �
����� 
� 
��	� v − 1 ��� 
� 
��	� v�
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����� ���
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 t + 1 �� ���
 ����
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��� ��
� 
�
 ���
 �
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�� ���	
 t + 1 �� ���
 �
��
�� ���
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�
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����
* 
�

�����

 ��������� �
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� ���� � �
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�
�
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�
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 � �����	

�� s� /�
��
��� reconstruct �
	��
�� s ���� 	
�
��� �
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�� � ���
��	

���
� �� ����	��
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�	� ����
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�
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�
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�
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� ������ � ��� v �v′�� Λ ≺ Λ′ ����� �� ��� ���� �� v < v′

����� ��� Λ � Λ′ ����� �� ��� ���� �� v = v′ ������

�(
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��	�� 
���� 
� ������ �� ��������
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� ����
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 ���
�	�� �� �
�
��� 
�����

� �����
 ��� ���
����� �
��	
��
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� �������� 
�
 ��
�
�
�
���� �

�
�
 ���	��� �� �

��� ������
 ���� ��� ��
 ������! (n, t + 1) �
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 ��������
;� <.�3� �
 
������ ��� 
��
 ���
�	�� ����� �
 
�

��
� ��� �
�
� ���
�����
�
��	
��
��

�� (n, t + 1) �
	�

 ������� 	�� �
 ����
�
�

� �� ��������� ����
� ���

���
� ����� � �
������ (

(
n
t

)
,
(

n
t

)
) �
	�

 ������� 
� ����
 �

� 	��������� �

	������
����� �
	�

 ������� %##'� ;� 
��� 	���
��	
���� 
�
 �
	�

 �� �
	��
�
�
���� � 	���
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���
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��

��	��������	 � (n, t + 1) �����	������� 
����� 
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9� "�
�

 l =
(

n
t

)
��5
�
�
 �

� P1, ..., Pl� 
�	� 	��
������ t �
��
���

4�
�
 �

� ��� ��� 
�
�� ����

� 
���
��

 	���
	
���� �� �
��
��
����
 	��������
 ���
 �
 
��
��

� ������ � �����
 ������ ��
����
������
��

#� "�
�

 [s] ����� �� (l, l) �
������ �
	�

 ��������

3� ;�	���
 ����
 [s]i �� Sp� 
�
 ����
 �

 ��� � �
��
� p� �� ��� ���� ��
p �� ��
 �� Pi� 4��
 ��� ��� ��� �
��
� p� ����
 �

 Sp �� �
 �
� ��!

Sp = {[s]i | 1 ≤ i ≤ l ∧ p �∈Pi}.

7� ��
 ��������� [s]i 
� ��� �
��
� �� Pi� �
 
����
 
��
 �
��
�� ��
Pi �� ��
 
��

�
� ���
 ��� l ����
� �

�
� 
� �
	���
��	
 s�

����� ��� ��� �
��
� p� �
 �
 �	��� ��� Ip!

Ip = {i | 1 ≤ i ≤ l ∧ p �∈Pi}
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� ������
 � �����������
�
��
�
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�	���
��� �� 
�
 ����
�
�

 	���
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��� �
	���
� �� �
 ��
���� Ip = {i | [s]i ∈ Sp} ���
Sp = {[s]i | i∈Ip} ����� �

����
 �

� ���� 
�
 ����
 	���
��	
��� 
�����
 
�� �����
��
 ����
�
�
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������ (p) ����� ��� (Sp) �	��� ��� (Ip)
p1 {s2, s3, s4} {2, 3, 4}
p2 {s1, s3, s4} {1, 3, 4}
p3 {s1, s2, s4} {1, 2, 4}
p4 {s1, s2, s3} {1, 2, 3}

B����
 #! 2�����
 �� "������
����� �
	�

 ��������

��9� B�� ��� �

 P �� �
��
��� ��
�
 |P | ≥ t + 1� 
�
 ��������� �����!

(
⋃
p∈P

Sp) = [s]

��#� B�� ��� �

 P �� �
��
��� ��
�
 |P | ≤ t� 
�
 ��������� �����!

(
⋃
p∈P

Sp) ⊂ [s]

��9 �����
� 
��
 �
	�

� 	�� �
 �
	��
�
� ������ reconstruct� ���� 
�
 ����

�

� �
��
� �� ��� t + 1 �� ���
 �
��
��* ��# �����
� 
��
 ����
 �

� �
 t ��
�
�
� �
��
�� ��	� ��
 �� ���
 �� 
�
 ����
� �

�
� 
� �
	��
� s� 4���� �

���
!

%
���
��� ������������! �
	�

 s 	�� �
 �
	���
��	

� ���� 
�
 ����
�
�
��
� �� t + 1 �� ���
 	���
	
 �
��
��� �

%
���
��� ��	&��	�������! ;
 �� ���
�����
 
� �
	���
��	
 s ���� 
�

����
� �
��
� �� t �� �
�
� �
��
��� �

B����
 # �����
��

� � (4, 2) ���
�� n = 4 ��� t+1 = 2� 	������
����� �
	�


������� ���
� �� � (

(
4
1

)
,
(
4
1

)
) = (4, 4) �
������ �
	�

 ������� ��� ����� si 
�

�
��

 [s]i� &�
�	
 
��
 
�
 ����
 �

 ��� 
�	� �
��
� pj 	�����
� �� ��� ����
�
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�
 [s]j � ;��
� �

� ��
 ���� ������ &� �����
 ����
 �
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�
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 ������� �� 
�
 �����

��� 
@	�
�
 �
	��
�� �	�
�
 �
 ����
� ��� ���
������ 
�
 ����
 �

 �� �
	��������
� �
��
� 
��
 ��� �

� �
����
�� 2�	� ����
 �� 
�
 ���
������

G



�
������ �
	�

 ������� �� �� 
�
�
�
 �� ���
���
 ����
 �

� ���� 
�
�
���
� ��
�
��
� �
 ���
���
 �
��
��� � �
	��
���� �
��
� q ����� 
��� 	�� �
����� ����

�

 Sq �� �
=�
�
��� ����
� ���� �
�
� �	���
	
� �
��
��� D��� �
	
�����
��	� � �
	��
�� �
=�
�
 ���� �
��
� q� � 	���
	
 �
��
� p �
���
� ��
� � �


{[s]i | i ∈ Ip ∩ Iq} �� ����
�� 
�	���

� �� � ��� 
��
 ���� ���	
���� q 	��
�
	���
� B�� 
�����
� ��
� p4 �� B����
 # �� �
	��
����� �
 �
	
��
� {s2, s3}
���
 ��
 s4� ���� p1� {s1, s3} ���
 ��
 s4� ���� p2� ��� {s1, s2} ���
 ��
 s4�
���� p3�

4�
 (n, t + 1) 	������
����� �
	�

 ������� 	���
��	
��� �
 ��
 �� 
����
�
�
��� ��
� �
��
	
 
� t� ��
� �� 
�
 
�
�� ����
� l (=

(
n
t

)
) �� ����
� ��� 
�


��:
 |Sp| (=
(

n
t

)
− t) �� ����
 �

��� 4�
 ���
������ (l, l) �
������ �
	�

 �����

���� ���
�
�� �� �����
 ��� 	�
��)������� ����
��� ��� ���
��	
��� ��@	
�
7�
 �����
�
�	���� ���
���� ��

���
��
� 
� 	������
����� �
	�

 ������� ���
���� �� 
���
� ��� 
�
� ��
 ���	���
� �� <.�+�

��� � ��� "����	 

!

����
 �
��
����� ��� 
�
 	������
����� �
	�

 ������� ���
� �� <3�9 	�� �

����
�
�

� �� 

��� �� ����
 �
��
����� ��� 
�
 ���
������ (l, l) �
������
�
	�

 ��������� 4�
 �
� ����
 �

� ��
 �

� �� �
� ����
� �
�
��

� �� ����

�
��
����� ��� 
�
 (l, l) �
������ �
	�

 ��������

��
	� 	����� ��� 
�
�� ��� ����
 [s:v]i ���� 
�
 (l, l) �
������ �
	�

 �����

���� split �� ��
� 
� ��
��� � ��
�����	

[
[s:v]i

]
	��������� ��
������

[
[s:v]i

]
1
�[

[s:v]i

]
2
� . . . �

[
[s:v]i

]
l
� 4�
 �
���
 �� l �

� 
��
 
�	� 	��
���� l �������
��

4�
�� reconstruct �� ��
� 
� �
�
��

 �
� ����
 [s:v + 1]i �� 	�������� ����

����
�
[
[s:v]1

]
i
�

[
[s:v]2

]
i
� . . . �

[
[s:v]l

]
i
)��
�	
 
�
 ��

�	����
� ����	���
��

B����
 3 �
��	
� 
�
 	���
��	
���� ��
� sij �� ����
���
��� ���
[
[s:v]i

]
j
� �

	����� �� 
�
  ���
 �
��	
� 
�
 �������
� 
��
 	������
 � ���������� ���

�	� ��� ����
* � ��� ����� ���	� �������
� ��
 	�����
� 
� ���� 
�	� �
�
����
�

�)
�� ����������� �����	�� ���
��� 
��� � ���������� ����� ������ 
� �������� ��� ����
�&

������� ��	�
� �� ���� �
� � 	
�	����

�'�� (l, l) ��	��� ������� �� ���	� � ��	��� 	�� �� ��	
�����	��� �� � ������ 	
�������
�
��� � 	������ "���� 
� ��� ������ ��


��� ��� ����� ���������� 
������� �� ���� �����	��
��
(�����*� �	���� #+,% ��� ��� ������� (l, l) �	���� ���� ���� �
����� ������
� ��� �
��
�&��
��� 
� ��	� ������ ��	��� ������� �	����� #-,%�
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� � �

� � �� � �

� � �

� � �

� � �

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�����
�

�
���	
������

� �

�

�

�
�

�

�
[s:v]i

sllsil

[s:v]1

sij

s11 si1 sl1

s1j slj

s1l

[s:v]l

[s:v + 1]j

[s:v + 1]1

[s:v + 1]l

s:v + 1

s:v

B����
 3! ����
 0
��
������

;� 
��� ����
 �
��
����� �	�
�
� � �������
 �� ���
 ��������
 
� 
���

��� ���� 
���
 �
��
�� �
����� � ����
 	���
��	

� ���� 
��
 �������
� 4���
	�� �
 
����	
� �� 
�	���
��� �������
�* ���
� �

 Ip �
 �
� ���
 �������
�
������ �
 
�	���

� �� � ��� 
��
 ���� �
��
� p 	�� �
	���
�

H
�	
���
�� �
 
����� 
�
 	���
�
��� 
��
 ���
� 	��
 ������ Λ ���
�
	���

� ������
� Λ′� Λi� ���� ��
 ���
�� �� ��������� ���
� 	��
 ������ λ
��� �
	���

� ������
� λ′� λi� ���� ��
 ���
�� �� ������������ ��� 
�
 ����

�

 ��� �
��
� p 
��
 	���
������ 
� � ������� ��
� ���
� Λ �� �
��

� SΛ

p �

� ���� �����	�� ���
���
��

8
 �
�	���
 
�
 ���
�	�� ��� � �����
 ��� v� "��� 
��	� v − 1 
�
 ��������
������ ��� v−1 
�
 �������� ��	� 
��	� v 
�
 �����	� ������ ��� v 
�
 �����	�
��	� ����
� ��
� �
����� ����
� v − 1 ��� ������� ��� ����
� ��
� �
�����
����
� v 	�� ������� D��
�� ��

� �
�
����
� 
�
 

�� I	���
	
 �
��
��J
�
�
�� 
� �
��
�� 
��
 ��
 	���
	
 ��
��� 
�
 	���
�
 ����

4�
 �
����
��� �� ���� �� �����
� ��
� ���� �

��� 8
 �
��
 �� ������
� ����
��
��
����� ���
�	�� 
��
 ����� ���
� �
��
��
�� �
���� ������
�����
2�	� ����
=�
�
 �

� ��
����	
� ���� 	�
���� ��� ���
�
� �
��
���� 
�
�

������
����� 4�
 ���
���� 	��
���� � ����� 
��
 
�
  ��� ���
�	�� ����� ��
��� ���
����

� ���

� ��
������� 
�
 ����	������� ���

�� "��������
�
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���	
������ ��� B��� C���� ������
�����

#�� ���	
�
 �$ %�

!
 ���&���
	�

8
 ����� �� 
�
 ����
 �
��
����� ���
�	�� �� <3�#� �� � �
��
��� ����
� �

	�����
� ���

�� �� ���	� 
�
 "��������
� ���	
����� ��� B��� C���� ���
����
���� �<#�9� ��
 �
�
��
�
�
� 
�!

����
'(��������� ��������! � 	��������
� �
��
� ����
 ���
 ��
���

��
��� 7
���
 �
 ���
�� �
 �
���
� 	���
	
���� � 	��������
� �
��
�
����
 ���� ���	���
 ��� �������
��� �
��
� ��	���� 
� ���
�����
�� D�

� t �
��
�� ��� �
 	��������
� �� �� 
��	�� �


����� �	� �������� ��	��! A
����
� �
�
 ��
 �
������ �
���
�
�� 4�

	��

�
 �� �
����
� �� 
�����
 �� �
�
� ���	���
� �� 	�����

�� �

4�
 ����
 �
��
����� ���
�	�� �� <3�# ��
���
� 
��
 � �����
 ����������
��� �

� �
�
��

� ��� 
�	� ��� ����
� H��
�
�� ����
 �

� �
 �
��
�� ��
 ��

���F���
 ��� split �� ����


������
�	� �� � ���
�	�� �� ���	� 
�	� 	���
	

�
��
� �
�
��

� � ���������� ��� 
�
�� ��� ����
 	��
���
� �� �
� ����
 �


��
� ��
 �����	
 � �����
 ���������� ��� 
�	� ��� ����
)�
 �����	
� ���
���

����������� ��� 
�	� ��� ����
� � �����
 �
� ������� 	�� �
 ��
���
�� 
������
�� �
�
	
��� ��
 �� 
�
 ����������� ��� 
�	� ��� ����
 ��� 
�
	�
��� 
�
 ����

�
��
����� ���
�	�� ���� <3�# ��
� 
�
 �
�
	

� ������������ 4��
 ������	�
�� 
�
 ����� ��� 
�
 ����
 �
��
����� ���
�	�� �� 
��� ����
	
����

,
 �
 � ��	������ ��� �� ��
�����	
� 
� �
 � �

 �� ����������� 
��

	��
���� 
��	
�� ��
 ���������� ��� 
�	� ��� ����
� 8
 ��
�
��� � 	������


�

 C �� ����������� �
���
� ���� �� (l, l) �
	�

 �������

[
s:Λ

]
�� � ���
�

Λ�λ1λ2 . . . λl� ��
�
 λi ���
�� 
�
 ����������

[[
s:Λ

]
i

:λi

]
�� C ��� ����


[
s:Λ

]
i
�

C��
� Λ � λ1λ2 . . . λl ���� ��
�
� 
� 
�
 �
� ������� �� s ���
� �� C!
[
s:Λ � λ1λ2 . . . λl

]
�

{[
s:Λ � λ1λ2 . . . λl

]
1
,
[
s:Λ � λ1λ2 . . . λl

]
2
, . . . ,

[
s:Λ � λ1λ2 . . . λl

]
l

}
[
s:Λ � λ1λ2 . . . λl

]
j

� reconstruct(

[[
s:Λ

]
1

:λ1
]

j

,

[[
s:Λ

]
2

:λ2
]

j

, . . . ,

[[
s:Λ

]
l

:λl

]
j

)

������ �������� ��� 	����� 	���� �������� �� ��� ����� �
�����	� ���������� #.$%�
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�
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� �







�

��

�
�
���

�

[s:Λ]2







�

[s:Λ]2
:λ4

[s:Λ]3

p2

[s:Λ]3
:λ5

[s:Λ]1

p2 p3

[s:Λ]1
:λ1

[s:Λ]1
:λ2

p1 p3 p1

�

�
�
���

[s:Λ]2
:λ3

[s:Λ]3
:λ6

Λ � λ2λ3λ5 Λ � λ2λ4λ5

B����
 +! "������

 �

� �� ������������

B����
 + �����
��

� 
�
 	���
��	
��� �� ���
�� ��� �������
 	������

 �

�
�� ����������� ���� 	���
�������� �
� ���������� �����
 ��� ���
 �������
Λ� �
��
� p1 �
��
�

[
s:Λ

]
2
���

[
s:Λ

]
3
* �
��
� p2 �
��
�

[
s:Λ

]
1
���

[
s:Λ

]
3
* ���

�
��
� p3 �
��
�
[
s:Λ

]
1
���

[
s:Λ

]
2
� �
��
�� p1� p2� ��� p3 	�� �
�
��

 1

����������� ���� 
�
 ����
� 
�
� ����� ��� ���� 
�
�
 ������������ 
�
�

��
 6 	������

 �

� �� �����������* 
�
 ���
�� ��� 
�� �� 
�
� ��
 ����� ��
B����
 +! Λ � λ2λ3λ5 ��� Λ � λ2λ4λ5�

4� �
�
	
 � �����
 	������

 �

 �� ����������� ��� ��
 �� 	���
��	
���
�
� ����
�� �
 ���
���

 � 	�������
�� Cp ��� ����
����
�	����� �����
 
�

���	
���� p 
�
	�
��� Cp �� �
�
� 	��������
���

������� ������	����! "�������
�� Cp �� 	���
	
� �

"�������
�� Cp ���� �
��
� 
�
 ����
 �
��
����� ���
�	�� �
 
�	� �
��
� ���
	��
���� ��
� �
��
�� �
�


 ��� ����
� �
������� 
��
 � ��@	�
�
�� ����
 �


�� �
��
�� 	��� �
 ��� 
��
�� �
	���
��	
 
�
 �
	�

 �
	���
 
�
�
� 
����� ���
����
� �� �
� ����
� ��
 ��������
��

	���� �����
��
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�9� Cp �
��� �� init(Λ) �
����
 
� ��� �
��
��� ��
�
 Λ = Vp ������

�#� Cp ����
� �
	
��
 �� 
�
 contribute(λi) �
����
�� λi �� � ���
� ��� �
���������� 
�
 �
��
� 	����

� ��� ���
 ����
 ��
� ���
� Λ �
 �
��
��

�3� /�	
 
����� ���
�� ���
 �

� �
	
��
� �� contribute(λi) �
����
� 
�
	���
��	
 � 	������

 �

 �� ������������ Cp ��
� ��� 	���
��	
��� ���
�
� Λ � λ1λ2 . . . λl ��� �
����� 
��
 ���
� ��� 
�
 �
� ������� �� �
compute(Λ � λ1, λ2, . . . , λl) �
����
 
� ��� �
��
���

�+� /�	
 computed(Λ�λ1λ2 . . . λl) �
����
� ���
 �

� �
	
��
� ���� 2t+1
�
��
��!

��� Vp := Λ � λ1λ2 . . . λl

��� Cp ���� 
�
 ����
 ��� �������
 ,
�

��� ���
�	���

B����
 .! ���
�	�� ��� "�������
�� Cp�

B����
 . ��
���
� 
�
 	�������
��?� ���
�	�� ��� �
��
����� � ������� 
��

��� ���
� Λ* B����
 1 ���
� 
�
 �
��
� ���
�	���	 ;� 
�
�
� � ������� �������
�


SΛ
p �
��
� ����
� ����

[
s:Λ

]

��
 �
��
� p ��� �
	
��
� ���-�� 	���
��	

�* �

������� �������
 Vp �
��
� 
�
 ���
� ��� � �������* ��� �

�

� ����� S
Vp
q =

S
Vp
q ����� ��� t + 1 �� ���
 �
��
�� q 
��
 ��
 	���
	
 ��
��� 
��
 ��

�����

4��� �� �������:
� �� �� ���
�
��� I(p) 
��
 ����� ������ 
�
 ��

���� �

�

�
����!

I(p)! B�� ��� 	���
	
 ���	
����� q ��� ��� ���
�� Λ! SΛ
q ⊆ SΛ

q

B�� ��� ���	
����� q �� ���
 �

 	��������� t + 1 	���
	


���	
�����! S
Vp
q = S

Vp
q

����
 �
��
����� 
�
� ����� �� ��������
4� �
��
 
����� �5� 	�������
�� Cp �
��� �� init(Λ) �
����
 ��

� �9���

��
�
 Λ = Vp ������ 
� ��� �
��
��� D��� �
	
��
 �� 
��
 �
����
� � 	���
	



��� 
�
�
	
� 
�������� �� /����� 0 ��	��"	�� �1	���	� �� ���
� 
� ���
��	���� /
�
�&��
��� ������ ���� ������� �����
�� store �������� ������� ��	� � 
��� 
� ������� �� ��
�
� �
��� � �
�� �1	���� 
�
�
	
� �
��� ���� � ������� 	
������ ��������

��2� 	
������
�� 
�
���� ��������� ��� ��
���� �� "&�������� �
��� ��� ��� ����	��
���
�� ��� 
�
	���
� ����� ���� ��� �
	�����
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��	����� �	� �����
��� ��
������!
D��� �
	
��
 �� �� init(Λ) �
����
� ��� 
�
�� ����


[
s:Λ

]
i
�� SΛ

q � �
��
�
q ��
� 
�
 ���������!

��� "��	���

� � ���������� ���
[
s:Λ

]
i
!

[[
s:Λ

]
i

:Λ ◦ Cp ◦ i ◦ q
]

:= split(
[
s:Λ

]
i
).

��� D���� � storer(Λ ◦Cp ◦ i ◦ q, x) �
����
� �
��� 
� 
�	� �
��
� r 
�


���
� Λ ◦Cp ◦ i ◦ q ����� ��
� ��� x� �������
�

[[
s:Λ

]
i

:Λ ◦ Cp ◦ i ◦ q
]

j

��
�
 j ∈ Ir ������

�	� D���� � contribute(Λ ◦Cp ◦ i ◦ q) �
����
� �
��� ���
� Λ ◦Cp ◦ i ◦ q

� Cp�

��	������  �� ������!
D��� �
	
��
 �� �
��
� q �� � compute(Λ � λ1, λ2, . . . , λl) �
����
 ����
Cp ��� storeq(λ1, x1)� storeq(λ2, x2) � ��� � storeq(λl, xl) �
����
� ����
�
�
� �
��
��!

��� B�� 
�	� j ��	� 
��
 j ∈ Iq� �
��
� q 	��	���

� �
� ����
[
s:Λ � λ1λ2 . . . λl

]
j

:= reconstruct(

[[
s:Λ

]
1

:λ1
]

j

,

[[
s:Λ

]
2

:λ2
]

j

, . . . ,

[[
s:Λ

]
l

:λl

]
j

)

��� D���� � computed(Λ � λ1, λ2, . . . , λl) �
����
� �
��
� q ��
� 
� Cp


��
 ����
�
[
s:Λ � λ1λ2 . . . λl

]
j
��	� 
��
 j ∈ Iq ����� ���
 �

� 	���

��

��

B����
 1! 4�� ����
 ����
 0
��
����� ���
�	���
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�
��
� q �
���� �
� 
�
	�
��� �� 
�
 (
�
��
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