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� )*/�/$*)�' � (�)/$�.

�) *+ -�/$*)�' . (�)/$�.Ѷ '$& �) $)/ -+- / -Ѷ � .�-$� . #*2 /*
 1�'0�/ � +-*"-�(ѷ

⟨σ,  ⟩ → ⟨σ′,  ′⟩ ⟨σ,  ⟩ ⇓ ⟨σ′, )⟩

� � )*/�/$*)�' . (�)/$�.Ѷ '$& � �*(+$' -Ѷ � .�-$� . �
/-�).'�/$*) $)/* � �$ƙ - )/ '�)"0�" 2$/# &)*2)
. (�)/$�.ҍ)�( '4Ѷ (�/#ѵ

� � )*/�/$*)�' . (�)/$�. � !$) . 2#�/ � +-*"-�(( �). �. �
(�/# (�/$��' !0)�/$*)ѷ

C[[�]] ∈ �/*- ⇀ �/*- 
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�) *+ -�/$*)�' . (�)/$�.Ѷ '$& �) $)/ -+- / -Ѷ � .�-$� . #*2 /*
 1�'0�/ � +-*"-�(ѷ

⟨σ,  ⟩ → ⟨σ′,  ′⟩ ⟨σ,  ⟩ ⇓ ⟨σ′, )⟩

� � )*/�/$*)�' . (�)/$�.Ѷ '$& � �*(+$' -Ѷ � .�-$� . �
/-�).'�/$*) $)/* � �$ƙ - )/ '�)"0�" 2$/# &)*2)
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�) *+ -�/$*)�' . (�)/$�.Ѷ '$& �) $)/ -+- / -Ѷ � .�-$� . #*2 /*
 1�'0�/ � +-*"-�(ѷ

⟨σ,  ⟩ → ⟨σ′,  ′⟩ ⟨σ,  ⟩ ⇓ ⟨σ′, )⟩

� � )*/�/$*)�' . (�)/$�.Ѷ '$& � �*(+$' -Ѷ � .�-$� . �
/-�).'�/$*) $)/* � �$ƙ - )/ '�)"0�" 2$/# &)*2)
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� ∈ � 3+ � ::= 3 | ) | �р + �с | �р × �с

� ∈ � 3+ � ::= /-0 | !�'. | �р < �с

� ∈ �*( � ::= .&$+ | 3 := � | �р; �с
| $! � /# ) �р  '. �с | 2#$' � �* �
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� ∈ � 3+ � ::= 3 | ) | �р + �с | �р × �с

� ∈ � 3+ � ::= /-0 | !�'. | �р < �с

� ∈ �*( � ::= .&$+ | 3 := � | �р; �с
| $! � /# ) �р  '. �с | 2#$' � �* �

� (�)/$� �*(�$).

C[[�]] ∈ �/*- ⇀ �/*- 
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�*)1 )/$*) ҿрѷ � +- . )/ !0)�/$*). ! : � ⇀ � �. . /. *! +�$-.ѷ

� = {(�, �) | � ∈ � �)� � = !(�) ∈ �}

�0�# /#�/ (�, �) ∈ � $! �)� *)'4 $! !(�) = �ѵ

җ�*-  ��# � ∈ �Ѷ /# - $. �/ (*./ *) +�$- (�, Ҕ) $) �ѵҘ

�*)1 )/$*) ҿсѷ � !$) !0)�/$*). +*$)/Ҋ2$. ѵ

�# - C[[·]] $. /# � )*/�/$*) !0)�/$*)Ѷ /#  ,0�/$*) C[[�]] = �
"$1 . $/. � !$)$/$*) !*- /# �*((�)� �ѵ

�++'4$)" /#$. )*/�/$*) /2$� Ѷ C[[�]]σ = σ′ "$1 . /# 1�'0 !*- /# 
C[[�]] !0)�/$*) �/ σѵ
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�*)1 )/$*) ҿрѷ � +- . )/ !0)�/$*). ! : � ⇀ � �. . /. *! +�$-.ѷ

� = {(�, �) | � ∈ � �)� � = !(�) ∈ �}

�0�# /#�/ (�, �) ∈ � $! �)� *)'4 $! !(�) = �ѵ

җ�*-  ��# � ∈ �Ѷ /# - $. �/ (*./ *) +�$- (�, Ҕ) $) �ѵҘ

�*)1 )/$*) ҿсѷ � !$) !0)�/$*). +*$)/Ҋ2$. ѵ

�# - C[[·]] $. /# � )*/�/$*) !0)�/$*)Ѷ /#  ,0�/$*) C[[�]] = �
"$1 . $/. � !$)$/$*) !*- /# �*((�)� �ѵ

�++'4$)" /#$. )*/�/$*) /2$� Ѷ C[[�]]σ = σ′ "$1 . /# 1�'0 !*- /# 
C[[�]] !0)�/$*) �/ σѵ

ф

To



� )*/�/$*)�' � (�)/$�. *! 
��

�-$/#( /$�  3+- ..$*).ѷ

A[[)]] "
{(σ, ))}

A[[3]] "
{(σ, σ(3))}

A[[�р + �с]] "
{(σ, )) | (σ, )р) ∈ A[[�р]] ∧ (σ, )с) ∈ A[[�с]] ∧ ) = )р + )с}

A[[�р × �с]] "
{(σ, )) | (σ, )р) ∈ A[[�р]] ∧ (σ, )с) ∈ A[[�с]] ∧ ) = )р × )с}
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�-$/#( /$�  3+- ..$*).ѷ

A[[)]] "
{(σ, ))}

A[[3]] "
{(σ, σ(3))}

A[[�р + �с]] "
{(σ, )) | (σ, )р) ∈ A[[�р]] ∧ (σ, )с) ∈ A[[�с]] ∧ ) = )р + )с}

A[[�р × �с]] "
{(σ, )) | (σ, )р) ∈ A[[�р]] ∧ (σ, )с) ∈ A[[�с]] ∧ ) = )р × )с}

х
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�-$/#( /$�  3+- ..$*).ѷ

A[[)]] "
{(σ, ))}

A[[3]] "
{(σ, σ(3))}

A[[�р + �с]] "
{(σ, )) | (σ, )р) ∈ A[[�р]] ∧ (σ, )с) ∈ A[[�с]] ∧ ) = )р + )с}

A[[�р × �с]] "
{(σ, )) | (σ, )р) ∈ A[[�р]] ∧ (σ, )с) ∈ A[[�с]] ∧ ) = )р × )с}

х
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�**' �)  3+- ..$*).ѷ

B[[/-0 ]] "
{(σ, /-0 )}

B[[!�'. ]] "
{(σ, !�'. )}

B[[�р < �с]] "
{(σ, /-0 ) | (σ, )р) ∈ A[[�р]] ∧ (σ, )с) ∈ A[[�с]] ∧ )р < )с} ∪
{(σ, !�'. ) | (σ, )р) ∈ A[[�р]] ∧ (σ, )с) ∈ A[[�с]] ∧ )р ≥ )с}

ц



� )*/�/$*)�' � (�)/$�. *! 
��

�**' �)  3+- ..$*).ѷ

B[[/-0 ]] "
{(σ, /-0 )}

B[[!�'. ]] "
{(σ, !�'. )}

B[[�р < �с]] "
{(σ, /-0 ) | (σ, )р) ∈ A[[�р]] ∧ (σ, )с) ∈ A[[�с]] ∧ )р < )с} ∪
{(σ, !�'. ) | (σ, )р) ∈ A[[�р]] ∧ (σ, )с) ∈ A[[�с]] ∧ )р ≥ )с}

ц
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� )*/�/$*)�' � (�)/$�. *! 
��

�**' �)  3+- ..$*).ѷ

B[[/-0 ]] "
{(σ, /-0 )}

B[[!�'. ]] "
{(σ, !�'. )}

B[[�р < �с]] "
{(σ, /-0 ) | (σ, )р) ∈ A[[�р]] ∧ (σ, )с) ∈ A[[�с]] ∧ )р < )с} ∪
{(σ, !�'. ) | (σ, )р) ∈ A[[�р]] ∧ (σ, )с) ∈ A[[�с]] ∧ )р ≥ )с}
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� )*/�/$*)�' � (�)/$�. *! 
��

�-Ѷ 0.$)" /# !0)�/$*)Ҋ./4' )*/�/$*)ѷ

A[[)]]σ " )
A[[3]]σ " σ(3)

A[[�р + �с]]σ " A[[�р]]σ +A[[�с]]σ

A[[�р × �с]]σ " A[[�р]]σ ×A[[�с]]σ

B[[/-0 ]]σ " /-0 
B[[!�'. ]]σ " !�'. 

B[[�р < �с]]σ "
{
/-0 $!A[[�р]]σ <A[[�с]]σ

!�'. */# -2$. 

ч
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��

�*((�)�.ѷ

C[[.&$+]] "
{(σ, σ)}

C[[3 := �]] "
{(σ, σ[3 )→ )]) | (σ, )) ∈ A[[�]]}

C[[�р; �с]] "
{(σ, σ′) | ∃σ′′. ((σ, σ′′) ∈ C[[�р]] ∧ (σ′′, σ′) ∈ C[[�с]])}

C[[$! � /# ) �р  '. �с]] "
{(σ, σ′) | (σ, /-0 ) ∈ B[[�]] ∧ (σ, σ′) ∈ C[[�р]]} ∪
{(σ, σ′) | (σ, !�'. ) ∈ B[[�]] ∧ (σ, σ′) ∈ C[[�с]]}
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�*((�)�.ѷ

C[[.&$+]] "
{(σ, σ)}

C[[3 := �]] "
{(σ, σ[3 )→ )]) | (σ, )) ∈ A[[�]]}

C[[�р; �с]] "
{(σ, σ′) | ∃σ′′. ((σ, σ′′) ∈ C[[�р]] ∧ (σ′′, σ′) ∈ C[[�с]])}

C[[$! � /# ) �р  '. �с]] "
{(σ, σ′) | (σ, /-0 ) ∈ B[[�]] ∧ (σ, σ′) ∈ C[[�р]]} ∪
{(σ, σ′) | (σ, !�'. ) ∈ B[[�]] ∧ (σ, σ′) ∈ C[[�с]]}
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�*((�)�.ѷ

C[[.&$+]] "
{(σ, σ)}

C[[3 := �]] "
{(σ, σ[3 )→ )]) | (σ, )) ∈ A[[�]]}

C[[�р; �с]] "
{(σ, σ′) | ∃σ′′. ((σ, σ′′) ∈ C[[�р]] ∧ (σ′′, σ′) ∈ C[[�с]])}

C[[$! � /# ) �р  '. �с]] "
{(σ, σ′) | (σ, /-0 ) ∈ B[[�]] ∧ (σ, σ′) ∈ C[[�р]]} ∪
{(σ, σ′) | (σ, !�'. ) ∈ B[[�]] ∧ (σ, σ′) ∈ C[[�с]]}
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�*((�)�.ѷ

C[[.&$+]] "
{(σ, σ)}

C[[3 := �]] "
{(σ, σ[3 )→ )]) | (σ, )) ∈ A[[�]]}

C[[�р; �с]] "
{(σ, σ′) | ∃σ′′. ((σ, σ′′) ∈ C[[�р]] ∧ (σ′′, σ′) ∈ C[[�с]])}

C[[$! � /# ) �р  '. �с]] "
{(σ, σ′) | (σ, /-0 ) ∈ B[[�]] ∧ (σ, σ′) ∈ C[[�р]]} ∪
{(σ, σ′) | (σ, !�'. ) ∈ B[[�]] ∧ (σ, σ′) ∈ C[[�с]]}
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) !0)�/$*) )*/�/$*)ѷ

C[[.&$+]]σ " σ

C[[3 := �]]σ " σ[3 )→ (A[[�]]σ)]
C[[�р; �с]] " C[[�с]] ◦ C[[�р]]

C[[$! � /# ) �р  '. �с]]σ "
{
C[[�р]]σ $! B[[�]]σ = /-0 
C[[�с]]σ $! B[[�]]σ = !�'. 

рп

✓ .  he
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�*((�)�.ѷ

C[[2#$' � �* �]] "
{(σ, σ) | (σ, !�'. ) ∈ B[[�]]} ∪
{(σ, σ′) | (σ, /-0 ) ∈ B[[�]] ∧ ∃σ′′. ((σ, σ′′) ∈ C[[�]] ∧

(σ′′, σ′) ∈ C[[2#$' � �* �]])}
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�-*�' (ѷ /# '�./ ҂� !$)$/$*)҃ $) *0- . (�)/$�. $. )*/ - �''4 �
� !$)$/$*)Ѻ

C[[2#$' � �* �]] "
{(σ, σ) | (σ, !�'. ) ∈ B[[�]]} ∪
{(σ, σ′) | (σ, /-0 ) ∈ B[[�]] ∧ ∃σ′′. ((σ, σ′′) ∈ C[[�]] ∧

(σ′′, σ′) ∈ C[[2#$' � �* �]])}

�#4Ѽ


/  3+- .. . C[[2#$' � �* �]] $) / -(. *! $/. '!ѵ

�* /#$. $. )*/ � � !$)$/$*) �0/ � - �0-.$1  ,0�/$*)ѵ
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�-*�' (ѷ /# '�./ ҂� !$)$/$*)҃ $) *0- . (�)/$�. $. )*/ - �''4 �
� !$)$/$*)Ѻ

C[[2#$' � �* �]] "
{(σ, σ) | (σ, !�'. ) ∈ B[[�]]} ∪
{(σ, σ′) | (σ, /-0 ) ∈ B[[�]] ∧ ∃σ′′. ((σ, σ′′) ∈ C[[�]] ∧

(σ′′, σ′) ∈ C[[2#$' � �* �]])}

�#4Ѽ
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�3�(+' ѷ

!(3) =

{
п $! 3 = п
!(3− р) + с3− р */# -2$. 

рт
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� �0-.$1 �,0�/$*).

�3�(+' ѷ

!(3) =

{
п $! 3 = п
!(3− р) + с3− р */# -2$. 

�0 ./$*)ѷ �#�/ !0)�/$*). .�/$.!4 /#$.  ,0�/$*)Ѽ

рт



� �0-.$1 �,0�/$*).

�3�(+' ѷ

!(3) =

{
п $! 3 = п
!(3− р) + с3− р */# -2$. 

�0 ./$*)ѷ �#�/ !0)�/$*). .�/$.!4 /#$.  ,0�/$*)Ѽ

�).2 -ѷ !(3) = 3с

рт
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�3�(+' ѷ
"(3) = "(3) + р

рт



� �0-.$1 �,0�/$*).

�3�(+' ѷ
"(3) = "(3) + р

�0 ./$*)ѷ �#$�# !0)�/$*). .�/$.!4 /#$.  ,0�/$*)Ѽ

рт



� �0-.$1 �,0�/$*).

�3�(+' ѷ
"(3) = "(3) + р

�0 ./$*)ѷ �#$�# !0)�/$*). .�/$.!4 /#$.  ,0�/$*)Ѽ

�).2 -ѷ �*) Ѻ

рт
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�3�(+' ѷ

#(3) = у× #
( 3
с

)
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�3�(+' ѷ

#(3) = у× #
( 3
с

)

�0 ./$*)ѷ �#$�# !0)�/$*). .�/$.!4 /#$.  ,0�/$*)Ѽ

рт
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�3�(+' ѷ

#(3) = у× #
( 3
с

)

�0 ./$*)ѷ �#$�# !0)�/$*). .�/$.!4 /#$.  ,0�/$*)Ѽ

�).2 -ѷ �# - �- (0'/$+' .*'0/$*).ѵ

рт

general takeaway :

recursive equations can

have one , multiple ,
or

no solutes



�*'1$)" � �0-.$1 �,0�/$*).

� /0-)$)" /# !$-./  3�(+' ѵѵѵ

!(3) =

{
п $! 3 = п
!(3− р) + с3− р */# -2$. 

ру



�*'1$)" � �0-.$1 �,0�/$*).

��) �0$'� � .*'0/$*) �4 /�&$)" .0�� ..$1 �++-*3$(�/$*).ѷ
!п = ∅

!р =

{
п $! 3 = п
!п(3− р) + с3− р */# -2$. 

= {(п, п)}

!с =

{
п $! 3 = п
!р(3− р) + с3− р */# -2$. 

= {(п, п), (р, р)}

!т =

{
п $! 3 = п
!с(3− р) + с3− р */# -2$. 

= {(п, п), (р, р), (с, у)}
ѵѵѵ

ру



�*'1$)" � �0-.$1 �,0�/$*).

��) �0$'� � .*'0/$*) �4 /�&$)" .0�� ..$1 �++-*3$(�/$*).ѷ
!п = ∅

!р =

{
п $! 3 = п
!п(3− р) + с3− р */# -2$. 

= {(п, п)}

!с =

{
п $! 3 = п
!р(3− р) + с3− р */# -2$. 

= {(п, п), (р, р)}

!т =

{
п $! 3 = п
!с(3− р) + с3− р */# -2$. 

= {(п, п), (р, р), (с, у)}
ѵѵѵ

ру



�*'1$)" � �0-.$1 �,0�/$*).

��) �0$'� � .*'0/$*) �4 /�&$)" .0�� ..$1 �++-*3$(�/$*).ѷ
!п = ∅

!р =

{
п $! 3 = п
!п(3− р) + с3− р */# -2$. 

= {(п, п)}

!с =

{
п $! 3 = п
!р(3− р) + с3− р */# -2$. 

= {(п, п), (р, р)}

!т =

{
п $! 3 = п
!с(3− р) + с3− р */# -2$. 

= {(п, п), (р, р), (с, у)}
ѵѵѵ

ру

÷



�*'1$)" � �0-.$1 �,0�/$*).

��) �0$'� � .*'0/$*) �4 /�&$)" .0�� ..$1 �++-*3$(�/$*).ѷ
!п = ∅

!р =

{
п $! 3 = п
!п(3− р) + с3− р */# -2$. 

= {(п, п)}

!с =

{
п $! 3 = п
!р(3− р) + с3− р */# -2$. 

= {(п, п), (р, р)}

!т =

{
п $! 3 = п
!с(3− р) + с3− р */# -2$. 

= {(п, п), (р, р), (с, у)}
ѵѵѵ ру

f-
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� ��)(*� ' /#$. +-*� .. 0.$)" � #$"# -Ҋ*-� - !0)�/$*) � /#�/
/�& . *) �++-*3$(�/$*) !& �)� - /0-). /# ) 3/ �++-*3$(�/$*)
!&+рѷ

� : (N ⇀ N) → (N ⇀ N)

2# - 

(�(!))(3) =

{
п $! 3 = п
!(3− р) + с3− р */# -2$. 

рф

← -
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� .*'0/$*) /* /# - �0-.$1  ,0�/$*) $. �) ! .0�# /#�/ ! = �(!)ѵ

� !$)$/$*)ѷ �$1 ) � !0)�/$*) � : � → �Ѷ 2 .�4 /#�/ � ∈ � $. �
!$3 � +*$)/ *! � $! �)� *)'4 $! �(�) = �ѵ

�*/�/$*)ѷ �-$/ � = !$3(�) /* $)�$��/ /#�/ � $. � !$3 � +*$)/ *! �ѵ


� �ѷ �*(+0/ !$3 � +*$)/. $/ -�/$1 '4Ѷ ./�-/$)" !-*( /# 
�*(+' / '4 0)� !$) � !0)�/$*)ѵ �# !$3 � +*$)/ $. /# '$($/ *!
/#$. +-*� ..ѷ

! = !$3(�)
= !п ∪ !р ∪ !с ∪ !т ∪ . . .

= ∅ ∪ �(∅) ∪ �(�(∅)) ∪ �(�(�(∅))) ∪ . . .

=
∞⋃

$≥п

�$(∅)
рх

-

-
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� )*/�/$*)�' � (�)/$�. !*-2#$' 

�*22 ��) �*(+' / *0- � )*/�/$*)�' . (�)/$�.ѷ

C[[2#$' � �* �]] " !$3(�)

2# - 

�(!)" {(σ, σ) | (σ, !�'. ) ∈ B[[�]]} ∪
{(σ, σ′) | (σ, /-0 ) ∈ B[[�]]∧

∃σ′′. ((σ, σ′′) ∈ C[[�]] ∧ (σ′′, σ′) ∈ !)}
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w
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�*22 ��) �*(+' / *0- � )*/�/$*)�' . (�)/$�.ѷ

C[[2#$' � �* �]] " !$3(�)

2# - 

�(!)" {(σ, σ) | (σ, !�'. ) ∈ B[[�]]} ∪
{(σ, σ′) | (σ, /-0 ) ∈ B[[�]]∧

∃σ′′. ((σ, σ′′) ∈ C[[�]] ∧ (σ′′, σ′) ∈ !)}

рц
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A CB AUB = B


