Sofiæski Universitet “Sv. Kliment Ohridski”

Fakultet po Matematika i Informatika

DIPLOMNA RABOTA na Nikolaæ Borisov Mateev F.˝ 9426

Radiusi na pokritie i spektri na liderite na s¨sedni klasove na dvoiqni lineæni kodove

Nauqen r¨kovoditel: /doc. Krasimir Manev/

SofiØ, 1994g.

S¨d¨rßanie

Uvod 2

1 Lineæni kodove i minimalen radius na pokritie 4 1.1 Lineæni kodove . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.2 Normalni kodove . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 1.3 Radius na pokritie. Osnovni granici. Konstrukcii na novi kodove . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1.4 Minimalen radius na pokritie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.5 Tablica za t[n, k] pri n ≤ 64 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 2 Minimalen radius na pokritie na samodop¨lnitelni kodove 16 2.1 Samodop¨lnitelni lineæni kodove . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 2.2 Osnovni granici za minimalniØ radius na pokritie na samo- dop¨lnitelni kodove . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 2.3 Samodop¨lnitelni kodove s razmernost xest . . . . . . . . . . . 19 2.3.1 Metod na t¨rsene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 2.3.2 IzqisleniØ i rezultati . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 2.4 Tablica za t^s[n, k] pri n ≤ 64 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 3 Spekt¨r na liderite na s¨sedni klasove za kodove s povtarØwi se koordinati 33 3.1 Proizvolni dvoiqni lineæni kodove . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 3.2 Samodop¨lnitelni kodove . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 3.3 Ocenki za sloßnostta na presmØtane na {L_i} . . . . . . . . . . . . 37

BibliografiØ 38

Uvod

Prez poslednite qetirideset godini osnovna koncentraciØ na teoriØta na kodiraneto sa bili optimizacionni zadaqi, vkl¸qvawi trite paramet¨ra na lineænite kodove—d¨lßinata n, razmernostta k i minimalnoto razstoØnie d. NØkoi konkretni zadaqi sa maksimiziraneto na k i d (za fiksirano n) i namiraneto na lineæni [n, k, d] kodove s prosti algoritmi za dekodirane. Naposled¨k obaqe se nabl¸dava narastvaw interes k¨m kodove s optimalen radius na pokritie [5]. Ustanoveno e, qe radius¨t na pokritie e osnoven geometriqen paramet¨r na koda i ima mnoßestvo vaßni priloßeniØ (viß Koen i dr. [5]). Sled izlizaneto na obzornata statiØ [5] prez 1985g. sledva burno razvitie v oblastta na pokrivawite kodove—novo ponØtie, v¨vedeno za kontrast s kodove, popravØwi grexki. S¨wo prez 1985g. Gre¨m i Sloen [9] v¨veßdat ponØtieto norma na kod, pomagawo pri izsledvaneto na radiusa na pokritie, i publikuvat edinstvenata dosega tablica za izvestnite stoænosti na t[n, k]—minimalniØ radius na pokritie na [n, k] kodove, pri n ≤ 64. Ot 1985g. nasam se otdelØ golØmo vnimanie na pokrivawite kodove, otdelena im e dori sobstvena klasifikaciØ (94B65) v 1980 Mathematics Subject Classification

(1990 Revision).

NastoØwata diplomna rabota e posvetena na v¨prosi, sv¨rzani s radiusa na pokritie.

V p¨rva glava sa dadeni osnovnite svedeniØ ot teoriØta na kodiraneto, neobhodimi za rabotata ni, i e napraven obzor na osnovnite konstrukcii za poluqavane na optimalni pokrivawi kodove. Tablicata za t[n, k] ot [9] e aktualizirana s vsiqki izvestni ni podobreniØ, kato v procesa na rabota sa poluqeni i novi 3 dolni i 3 gorni granici.

V¨v vtora glava sa razgledani samodop¨lnitelnite kodove. Prez 1985g. Koen i dr. [5] postavØt v¨prosa dali t[n, k] vinagi se dostiga i ot samodop¨lnitelni kodove. Prez 1988g. St. Dodunekov, Kr. Manev i Vl. Tonqev otgovarØt otricatelno, dokazvaæki, qe t[14, 6] = 3 ne se dostiga ot samodop¨lnitelni kodove. V¨pros¨t v obwiØ sluqaæ obaqe ostava otkrit i nie go izsledvame v tazi glava. Definirame t^s[n, k]—minimalen radius na pokritie na samodop¨lnitelni [n, k] kodove. OsnovniØt rezultat e opredelØneto na toqnite stoænosti na t^s[n, k] pri k ≤ 6 i vsØko n. PostroØvame i tablica za granicite na t^s[n, k] pri n ≤ 64.

V treta glava e razgledana zadaqata za namirane teglovoto razpredelenie na liderite na s¨sedni klasove. Osven teoretiqno znaqenie, to ima i vaßno praktiqesko priloßenie—ako go znaem, moßem da opredelim veroØtnostta za dopuskane na grexka pri dekodirane po maksimalno pravdopodobie. Namiraneto na tova razpredelenie e trudna zadaqa ( ∏_n 2 -p¨lna) i izqisleniØta po standartno izpolzvaniØ metod sa nev¨zmoßni dori i pri kodove s malki razmernosti. Za kodove s povtarØwi se koordinati obaqe dokazvame tv¨rdeniØ, pozvolØvawi ni da postroim dob¨r algorit¨m.

K¨m diplomnata rabota sa priloßeni listingi na vsiqki programi, izpolzvani v glavi vtora i treta. Za izqisleniØta bØha izpolzvani komp¸tri

IBM PC 486DX i DEC 3100.

Izkazvam iskrena blagodarnost na nauqniØ si r¨kovoditel doc. Krasimir Manev za predloßenata interesna tema i za pomowta, koØto mi be okazana. BlagodarØ i na vsiqki, koito po edin ili drug naqin pomognaha za napisvaneto na tazi diplomna rabota.

Glava 1

Lineæni kodove i minimalen radius na pokritie

1.1 Lineæni kodove

Neka F^n_2 e n-mernoto vektorno prostranstvo nad kraænoto pole s dva elementa F_2. Dvoiqen lineen kod s blokova d¨lßina n i razmernost k ([n, k] kod) nariqame vsØko k-merno podprostranstvo na F^n_2 .

Neka u, v ∈ F^n_2 . RazstoØnie na Heming dist(u, v) meßdu u i v nariqame broØ koordinatni pozicii, v koito u i v se razliqavat. Minimalno razstoØnie na koda C nariqame d = min{dist(u, v) | u, v ∈ C, u ≠ v}. Teglo na Heming na vektora u nariqame razstoØnieto ot u do nuleviØ vektor, t.e. wt(u) = dist(u, 0). T¨æ kato C e lineæno podprostranstvo na F^n_2 , to minimalnoto teglo na C e ravno na minimalnoto nenulevo teglo na vektor ot C. Radius na pokritie na koda C nariqame naæ-malkoto cØlo qislo R = R(C), takova qe sferite s radius R, opisani okolo kodovite dumi, pokrivat cØloto prostranstvo F^n_2 .

S [n, k, d]R we oznaqavame dvoiqen lineen kod s blokova d¨lßina n, razmernost k, minimalno razstoØnie d i radius na pokritie R. Dva koda C_1 i

C_2 sa ekvivalentni, ako mogat da se poluqat edin ot drug qrez permutaciØ

na koordinatnite pozicii. Za ekvivalentni kodove n, k, d i R s¨vpadat.

Neka C e [n, k] kod i neka a_1, a_2, . . . , a_k e bazis na C kato lineæno prostranstvo. Matricata G = (a_1, a_2, . . . , a_k)^T , k¨deto T oznaqava transponirane, se nariqa poraßdawa matrica na C.

Kod¨t C^⊥ = {u ∈ F^n_2 | u · c = 0, c ∈ C}, k¨deto u · v = ∑_n i=1 u_iv_i e skalarnoto

proizvedenie na vektorite u i v, se nariqa dualen (ortogonalen) na C. Poraßdawite matrici za koda C^⊥ se nariqat proveroqni matrici za koda C. Ako H e proveroqna matrica za C, to Hc^T = 0, ∀c ∈ C i C = {c ∈ F^n_2 | Hc^T = 0}. T¨æ kato dim C + dim C^⊥ = n, to C^⊥ e [n, n − k] kod.

Ako poraßdawata matrica G na koda C e preobrazuvana v¨v vida G =

(I_k | A), k¨deto I_k e ediniqnata k × k matrica, kazvame, qe C e zadaden v sistematiqen vid. V tozi sluqaæ imame H = (−A^T | I_{n−k}).

1.2 Normalni kodove

Neka C e dvoiqen lineen kod s d¨lßina n, razmernost k i radius na pokritie R, t.e. [n, k]R kod. Neka i e koØ da e ot n-te koordinati. S C^{(i)}_0 oznaqavame mnoßestvoto ot kodovi dumi, za koito i-tata koordinata e 0, a s C^{(i)}_1 —tezi, za koito e 1. Moßem da sqitame, qe mnoßestvoto C^{(i)}_1 ne e prazno, v tak¨v sluqaæ i C^{(i)}_0 , i C^{(i)}_1 s¨d¨rßat po 2^{k−1} kodovi dumi [15]. Za vsØka dvoiqna n-torka x, neka

f_0(x) = dist(x, C^{(i)}_0 ) = min_{c∈C(i)} 0 dist(x, c), f_1(x) = dist(x, C^{(i)}_1 ).

Togava

N^{(i)} = max_x {f_0(x) + f_1(x)} (1.1)

se nariqa norma na C po otnoxenie na i-tata koordinata, a

N = min_i N^{(i)} (1.2)

se nariqa norma na C. Koordinatnite pozicii i, za koito N = N^{(i)}, se nariqat priemlivi. Kod¨t se nariqa normalen, ako

N ≤ 2R + 1. (1.3)

Ako vzemem vsiqki kodovi dumi ot C, qiØto p¨rva koordinata e 0 (sqitaæki, qe tova ne e celiØ kod C) i otstranim tazi koordinata ot tezi kodovi dumi, poluqavame [n − 1, k − 1, d_s] sk¨sen (shortened) kod C_s (za koæto d_s ≥ d). Proveroqna matrica za C_s moßem da poluqim, kato mahnem p¨rvata kolona ot proveroqna matrica za C. Koen, Lobsteæn i Sloen [6] davat slednoto dostat¨qno uslovie za normalnost:

Tv¨rdenie 1.1 Neka R_s e radius¨t na pokritie na sk¨seniØ kod C_s, poluqen ot

dvoiqniØ lineen kod C. Ako R_s ≤ R + 1, to C e normalen.

Drugi dostat¨qni usloviØ za normalnost mogat da b¨dat namereni v redica statii, zapoqvaæki ot Gre¨m i Sloen [9], k¨deto e dokazano, qe vsiqki

[n, k] kodove s n ≤ 8 ili k ≤ 2 sa normalni. Tezi rezultati sa razxireni v

Koen, Lobsteæn i Sloen [6] i Sloen [20], a naæ-novite podobreniØ sa v Kilbi i Sloen [14], Daf¨rti i ˚nva [8] (tam citirat ˚nva i Metson [13]), i van Vii [23]:

Tv¨rdenie 1.2 DvoiqniØt lineen [n, k, d]R kod C e normalen, ako n ≤ 14, ili

k ≤ 5, ili d ≤ 5, ili R ≤ 2 [14], ili n = 15, ili n − k ≤ 8 [13], ili d = 2R, ili d = 2R + 1 [23].

1.3 Radius na pokritie. Osnovni granici. Konstrukcii na novi kodove

Neka C e dvoiqen [n, k] kod i x ∈ F^n_2 . x + C = {x + c | c ∈ C} se nariqa s¨- seden klas na koda C. Po tozi naqin prostranstvoto F^n_2 se razbiva na 2^{n−k} nepresiqawi se s¨sedni klasa, vseki s po 2^k elementa. Lider na s¨seden klas nariqame vektor ot tozi s¨seden klas s minimalno teglo.

Za dvoiqni kodove radius¨t na pokritie R(C) na koda C e R(C) = max{min{dist(x, c) | c ∈ C} | x ∈ F^n_2 }. (1.4) Kogato kod¨t C e lineen, radius¨t na pokritie e raven na tegloto na naæteßkiØ lider na s¨seden klas. S¨wo taka, v sila e slednoto tv¨rdenie:

Tv¨rdenie 1.3 [5] Ako H e proveroqna matrica za koda C, to R(C) e naæ-mal-

koto cØlo qislo, za koeto vseki sindrom e suma na ne poveqe ot R(C) koloni ot H. (Pod sindrom razbirame proizvolna kolona nad F_2 s d¨lßina n − k).

Sega we dadem nØkoi granici za radiusa na pokritie, vzeti ot [5], neobhodimi v po-natat¨xnata ni rabota.

Tv¨rdenie 1.4 (Granica na sferiqnoto pokritie) [5] Ako C e [n, k] kod s

radius na pokritie R, to 2^{n−k} ≤ R∑ i=0 ( n i ) . (1.5)

Kod¨t C se nariqa qeten, ako vsiqki vektori v C sa s qetno teglo. Ako kod¨t e qeten, to polovinata negovi s¨sedni klasove imat qetno, a drugata polovina—neqetno teglo. Zatova e v sila

Tv¨rdenie 1.5 [5] Ako kod¨t C e qeten, to ∑ 2i≤R ( n 2i ) ≥ 2^{n−k−1} i ∑ 2i+1≤R ( n 2i + 1 ) ≥ 2^{n−k−1}. (1.6) Tv¨rdenie 1.6 [5] Ud¨lßavaneto na koda s obwa proverka po qetnost ili s

dobavØne na nuleva koordinata uveliqava radiusa na pokritie s edinica. Premahvaneto na p koordinati namalØva radiusa na pokritie naæ-mnogo s p.

Da oznaqim s C_p kod¨t, poluqen ot C qrez premahvane na p¨rvata koordinata (C_p se nariqa sk¨sen qrez premahvane na koordinata (punctured) kod, i neka R_p := R(C_p).

Lema 1.1 Za radiusa na pokritie na sk¨seniØ qrez premahvane na koordinata

kod e v sila R(C) − 1 ≤ R_p ≤ R(C). Ako R_p = R(C) i kod¨t C e normalen, to C_p s¨wo e normalen (stiga pone edna ot priemlivite koordinati na C da ostava).

Dokazatelstvo R(C)−1 ≤ R_p ≤ R(C) sledva neposredstveno ot Tv¨rdenie 1.6. Neka C e normalen kod i poslednata mu koordinata e priemliva. Premahvame p¨rvata koordinata. Ot definiciØta za norma e Øsno, qe N(C_p) ≤ N(C). Togava N(C_p) ≤ N(C) ≤ 2R(C) + 1 = 2R_p + 1 i sledovatelno C_p e normalen.

Neka C_1 i C_2 sa s¨otvetno [n_1, k_1, d_1]R_1 i [n_2, k_2, d_2]R_2 kodove s normi N_1 i

N_2. Kod¨t C = C_1 ⊕ C_2 = {(a, b) | a ∈ C_1, b ∈ C_2} se nariqa v¨nxna direktna suma

(ili samo direktna suma) na C_1 i C_2. V sila e

Tv¨rdenie 1.7 V¨nxnata direktna suma C = C_1⊕C_2 e [n_1+n_2, k_1+k_2, min{d_1, d_2}]

kod s radius na pokritie R = R_1 + R_2 [5] i norma N = min{N_1 + 2R_2, N_2 + 2R_1}. V¨nxnata direktna suma na dva normalni koda e normalna [9].

Za normalni kodove e v¨zmoßno da se spesti edna koordinata v direktnata suma. Gre¨m i Sloen [9] v¨veßdat sk¨senata direktna suma po sledniØ naqin: Neka C_1 i C_2 sa s¨otvetno [n_1, k_1]R_1 i [n_2, k_2]R_2 kodove s normi N_1 i N_2. Neka poslednata koordinata na C_1 i p¨rvata koordinata na C_2 sa priemlivi. Sk¨- senata direktna suma (amalgamated direct sum) C = C_1 ˙⊕C_2 e [n_1 +n_2 −1, k_1 +k_2 −1] kod¨t, s¨stoØw se ot dumite (c_1, c_2, . . . , c_{n1+n2−1}), k¨deto (c_1, c_2, . . . , c_{n1} ) e duma ot koda C_1 i (c_{n1} , c_{n1+1}, . . . , c_{n1+n2−1}) e duma ot koda C_2 (t.e. kodovete C_1 i C_2 se zast¨pvat v edna koordinata).

Tv¨rdenie 1.8 [9]

1. Normata na sk¨senata direktna suma udovletvorØva N(C) ≤ N_1 + N_2 − 1 i zast¨pvawata se koordinata e priemliva.

2. Ako C_1 i C_2 sa normalni, to radius¨t na pokritie na C = C_1 ˙⊕C_2 e naæmnogo R_1 + R_2.

3. Ako C_1 i C_2 sa normalni i radius¨t na pokritie na C e R_1 + R_2, to C s¨wo e normalen.

Ako vzemem za C_2 kod¨t {000, 111} i priloßim Tv¨rdenie 1.8 (t. 3), poluqavame slednoto: (V tozi sluqaæ e Øsno, qe radius¨t na pokritie na sk¨senata direktna suma e R_1 + R_2).

Tv¨rdenie 1.9 [9] Ako C e normalen [n, k]R kod, to s¨westvuvat normalni

[n + 2i, k]R + i kodove za vsØko i ≥ 0.

1.4 Minimalen radius na pokritie

Definirame funkciØta t[n, k] kato minimalniØ v¨zmoßen radius na pokritie na dvoiqen [n, k] kod, t.e.

t[n, k] = min_C R(C), (1.7)

k¨deto C probØgva mnoßestvoto ot vsiqki [n, k] kodove.

Lema 1.2 Za vsØko n i k s¨westvuvat kodove, nes¨d¨rßawi nuleva kolona v

poraßdawata si matrica, koito imat radius na pokritie R = t[n, k].

Dokazatelstvo S¨westvuva pone edin [n, k]R kod C, za koæto R = t[n, k]. Da dopusnem, qe C ima nuleva kolona v poraßdawata si matrica. Neka C_1 e

[n−1, k]R_1 kod, poluqen ot C qrez mahane na nuleva kolona. Ot Tv¨rdenie 1.6

sledva, qe R_1 = R − 1. Kato dobavim nenuleva kolona k¨m poraßdawata matrica na C_1, poluqavame [n, k]R_2 kod C_2 s R_1 ≤ R_2 ≤ R_1 + 1 = R. T¨æ kato R bexe izbran da e naæ-malkiØ v¨zmoßen radius na pokritie za [n, k] kodove, to R_2 = R. Ako v novopoluqeniØ kod C_2 ima owe nulevi koloni, zamenØme i tØh s nenulevi po s¨wiØ naqin. Okonqatelno poluqavame [n, k] kod bez nulevi koloni i s radius na pokritie t[n, k].

Po-natat¨k, kato izsledvame t[n, k], vinagi we priemame, qe kodovete ne s¨d¨rßat nuleva kolona.

Lema 1.3_{t[n, k] ≤ t[n + 1, k]. (1.8)}

Dokazatelstvo Neka C e [n + 1, k]R kod s R = t[n + 1, k]. Togava C_p e [n, k]R_p kod i R_p ≤ R (Lema 1.1).

Newo poveqe, ako C e normalen i R_p = R, to C_p s¨wo e normalen.

Lema 1.4_{t[n, k] ≤ t[n − 1, k − 1]. (1.9)}

Dokazatelstvo Neka C_1 e [n−1, k −1]R kod s R = t[n−1, k −1] i C_2 = {0, 1}. C_2 e

[1, 1]0 normalen kod. Togava C = C_1 ⊕C_2 e [n, k] kod i spored Tv¨rdenie 1.7 ima

radius na pokritie R = t[n − 1, k − 1]. T¨æ kato t[n, k] e naæ-malkiØ v¨zmoßen radius na pokritie na [n, k] kod, to t[n, k] ≤ R(C) i lemata e dokazana.

Ako C_1 e normalen, to C s¨wo e normalen (Tv¨rdenie 1.7).

Lema 1.5 Ako t[n, k] se dostiga ot normalen kod, to

t[n + 2, k] ≤ t[n, k] + 1 (1.10)

i t[n + 2, k] s¨wo se dostiga ot normalen kod.

Dokazatelstvo Sledva ot Tv¨rdenie 1.9 pri i = 1.

Tv¨rdenie 1.10 [5] Ako n > 2^k − max{2^{(k−2)/2)}, k}, to [n, k]R kodovete C s R =

t[n, k] i bez nulevi koordinati imat povtarØwi se koloni v poraßdawite si matrici i t[n, k] ≥ t[n − 2, k] + 1. (1.11) Kilbi i Sloen dokazvat v [14], qe pri fiksirano k i dostat¨qno golØmo n minimalniØt radius na pokritie se dostiga i ot normalni kodove. Togava (1.10) i (1.11) sa izp¨lneni ednovremenno i poluqavame, qe

t[n + 2, k] = t[n, k] + 1 (1.12)

za dostat¨qno golemi n.

Pri k ≤ 5 sa izvestni toqnite stoænosti na t[n, k]: t[n, 1] = [n 2 ] za n ≥ 1, (1.13) t[n, 2] = [ n − 1 2 ] za n ≥ 2, (1.14) t[n, 3] = [ n − 2 2 ] za n ≥ 3, (1.15) t[n, 4] = [ n − 4 2 ] za n ≠ 5 i t[5, 4] = 1, (1.16) t[n, 5] = [ n − 5 2 ] za n ≠ 6 i t[6, 5] = 1. (1.17)

Tezi stoænosti sa dokazani ot Koen i dr. [5] (za k ≤ 3) i ot Gre¨m i Sloen [9] (za k = 4, 5). V [9] e izkazano i predpoloßenie, qe za vsØko estestveno qislo m s¨westvuvat qisla n_0 i n_1 (zavisewi ot m), takiva qe t[n, 2m] = [ n − 2^m 2 ] za n ≥ n_0, (1.18)

t[n, 2m + 1] = [ n − 2^m − 1 2 ] za n ≥ n_1. (1.19)

1.5 Tablica za t[n, k] pri n ≤ 64

V kraØ na tazi glava we dadem tablica za minimalniØ radius na pokritie, obobwavawa vsiqki izvestni do momenta stoænosti na t[n, k] pri n ≤ 64. Redovete k = 1 do 5 sa specialni, t¨æ kato za tØh e izvestna toqnata stoænost na t[n, k] za vsØko n. Za k ≥ 6, nemarkiranite dolni granici se davat ot granicata na sferiqnoto pokritie (1.5). Ostanalite dolni granici sa poluqeni s¨otvetno v: p—[2], q—[26], r—[9], s—[4], t—[19], u—[11], v—[12], w—[22], x—[10],

y—[24], z—[25]. Otpeqatanite s udebelen xrift dolni granici (t[61, 6] ≥ 23, t[63, 6] ≥ 24 i t[64, 6] ≥ 24) ne sa se poØvØvali v literaturata po-rano. Te

sledvat ot Tv¨rdenie 1.10 pri k = 6.

Vsiqki gorni granici pri k ≥ 6 sa poluqeni s Øvni konstrukcii. NeotbelØzanite s bukva stoænosti se poluqavat ot nØkoe ot neravenstvata (1.8), (1.9) ili (1.10). Poslednoto neravenstvo moße da se izpolzva, t¨æ kato vsiqki kodove, vkl¸qeni v tablicata, sa normalni (eventualno s izkl¸qenie na

[18, 9]3 i [38, 26]3, te ne sa izpolzvani v konstrukcii, iziskvawi normalni ko-

dove).

Markiranite gorni granici otgovarØt na izkl¸qitelno dobri kodove. Oznaqeni sa samo stoænosti, koito ne mogat da b¨dat poluqeni ot nØkoe ot pravilata (1.8), (1.9) ili (1.10). Tova sa slednite kodove:

a: Poluqeni qrez sk¨sena direktna suma na normalni kodove po formulata

[n_1 + n_2 − 1, k_1 + k_2 − 1]R_1 + R_2 = [n_1, k_1]R_1 ˙⊕[n_2, k_2]R_2 : (1.20)

[13, 7]2 = [7, 4]1 ˙⊕[7, 4]1, [25, 9]6 = [7, 4]1 ˙⊕[19, 6]5, [29, 15]4 = [7, 4]1 ˙⊕[23, 12]3, [35, 18]5 = [7, 4]1 ˙⊕[29, 15]4, [36, 17]6 = [23, 12]3 ˙⊕[14, 6]3, [37, 14]8 = [7, 4]1 ˙⊕[31, 11]7, [37, 22]4 = [23, 12]3 ˙⊕[15, 11]1, [41, 17]8 = [23, 12]3 ˙⊕[19, 6]5, [41, 21]6 = [7, 4]1 ˙⊕[35, 18]5, [41, 23]5 = [23, 12]3 ˙⊕[19, 12]2, [42, 20]7 = [23, 12]3 ˙⊕[20, 9]4, [44, 16]10 = [31, 11]7 ˙⊕[14, 6]3, [45, 23]6 = [23, 12]3 ˙⊕[23, 12]3, [47, 20]9 = [23, 12]3 ˙⊕[25, 9]6, [48, 29]5 = [26, 18]2 ˙⊕[23, 12]3, (nova granica) [49, 16]12 = [31, 11]7 ˙⊕[19, 6]5, [50, 19]11 = [31, 11]7 ˙⊕[20, 9]4, [51, 26]7 = [7, 4]1 ˙⊕[45, 23]6, [53, 22]10 = [31, 11]7 ˙⊕[23, 12]3, [55, 19]13 = [31, 11]7 ˙⊕[25, 9]6, [55, 42]3 = [41, 32]2 ˙⊕[15, 11]1, (nova granica) [57, 29]8 = [35, 18]5 ˙⊕[23, 12]3,

[58, 28]9 = [45, 23]6 ˙⊕[14, 6]3, [59, 25]11 = [7, 4]1 ˙⊕[53, 22]11, [59, 33]7 = [37, 22]4 ˙⊕[23, 12]3, [61, 21]14 = [31, 11]7 ˙⊕[31, 11]7, [62, 39]6 = [48, 29]5 ˙⊕[15, 11]1, (nova granica) [63, 28]11 = [41, 17]8 ˙⊕[23, 12]3, [63, 32]9 = [41, 21]6 ˙⊕[23, 12]3, [63, 34]8 = [41, 23]5 ˙⊕[23, 12]3, [64, 31]10 = [51, 26]7 ˙⊕[14, 6]3.

b: [58, 48]2 kod¨t, konstruiran ot Brualdi, Ples i Uils¨n v [2]. Tozi kod e

normalen.

c: Tri normalni koda, poluqeni ot Daf¨rti i ˚nva v [8]:

• C^{51}_{ss} = [49, 33]4 kod, poluqen qrez sk¨sØvane dva p¨ti na cikliqniØ

kod C^{51} s d¨lßina 51 i koreni 1 i 5;

• C^{60}_p = [59, 39]5 kod, poluqen qrez izkl¸qvane na koordinata ot cik-

liqniØ kod C^{60} s d¨lßina 60 i koreni 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1 i 5;

• C^{63} = [63, 49]3 cikliqen kod s d¨lßina 63 i koreni 1, 5 i 21.

d: Namerenite ot komp¸t¨r [18, 9]3, [26, 18]2, [38, 26]3 i [41, 32]2 kodove. Van Lint gi spomenava v [21] i otbelØzva, qe sa citirani v [3] kato qastna korespondenciØ meßdu D.Axlok i R.Kibler. Ot Tv¨rdenie 1.2 sledva, qe kodovete [26, 18]2 i [41, 32]2 sa normalni. Ne ni e izvestno dali drugite dva koda sa normalni, zatova te ne sa izpolzvani v konstrukciØta (1.10).

e: [31, 11, 11]7 BCH kod¨t i [14, 6]3 i [19, 6]5 kodovete, posoqeni ot Gre¨m i Slo-

en v [9]. Tezi kodove sa normalni.

g: [23, 12]3 kod¨t na Goleæ i sk¨seniØt [19, 12]2 kod na Goleæ, poluqen ot p¨r-

viØ qrez izkl¸qvane na proizvolni qetiri koordinati. Tezi kodove s¨wo sa normalni [9].

h: [2^r − 1, 2^r − 1 − r]1 kodove na Heming. I tezi kodove sa normalni.

TABLICA 1

tablica za t[n, k]. qast 1

knn 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10 2 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 3 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 4 0 1 1 1h 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 5 0 1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 6 0 1 1 1 2 2 r3 3 3e t4 4 4–5 5 5e 5–6 7 0 1 1 1 2 2 2a 3 3 q4 4 4–5 4–5 5 8 0 1 1 1 2 2 2 3 3 3–4 4 4–5 4–5 9 0 1 1 1 2 2 2 p3 3 3d 3–4 4 10 0 1 1 1 2 2 2 s3 3 3 3–4 11 0 1 1 1 1h 2 2 2–3 3 3 12 0 1 1 1 1 2 2 2g 3 13 0 1 1 1 1 2 2 2 14 0 1 1 1 1 2 2 15 0 1 1 1 1 2 16 0 1 1 1 1 17 0 1 1 1 18 0 1 1 19 0 1 20 0

tablica za t[n, k]. qast 2

knn 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

1 10 11 11 12 12 13 13 14 14 15 15 2 10 10 11 11 12 12 13 13 14 14 15 3 9 10 10 11 11 12 12 13 13 14 14 4 8 9 9 10 10 11 11 12 12 13 13 5 8 8 9 9 10 10 11 11 12 12 13 6 6 6–7 w7 7–8 7–8 8–9 8–9 w9–10 9–10 9–11 10–11 7 5–6 x6 6–7 6–7 7–8 7–8 7–9 8–9 8–10 w9–10 9–11 8 5 5–6 5–6 6–7 6–7 x7–8 7–8 7–9 w8–9 8–10 8–10 9 4–5 x5 5–6 5–6 w6a 6–7 6–7 7–8 7–8 7–9 8–9 10 4 4–5 4–5 5–6 5–6 5–6 6–7 6–7 z7–8 7–8 7–9 11 3-4 4 4–5 4–5 5–6 5–6 5–6 6–7 6–7 6–7 7e 12 3 3 3g 4 4 w5 5 5–6 x6 6–7 6–7 13 3 3 3 3 4 4 4–5 5 5–6 5–6 6–7 14 2 3 3 3 3 4 4 4–5 5 5–6 5–6 15 2 2 s3 3 3 3 4 4 4a 5 5 16 2 2 2 2–3 3 3 3 4 4 4 4–5 17 1 2 2 2 2–3 3 3 3 4 4 4 18 1 1 2 2 2 2d 3 3 3 3–4 4 19 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3–4 20 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 21 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 22 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 23 0 1 1 1 1 2 2 2 2 24 0 1 1 1 1 2 2 2 25 0 1 1 1 1 2 2 26 0 1 1 1 1 1h 27 0 1 1 1 1 28 0 1 1 1 29 0 1 1 30 0 1 31 0

TABLICA 1 (Prod¨lßenie)

tablica za t[n, k]. qast 3

knn 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42

1 16 16 17 17 18 18 19 19 20 20 21 2 15 16 16 17 17 18 18 19 19 20 20 3 15 15 16 16 17 17 18 18 19 19 20 4 14 14 15 15 16 16 17 17 18 18 19 5 13 14 14 15 15 16 16 17 17 18 18 6 10–12 w11–12 11–13 11–13 12–14 12–14 v13–15 13–15 13–16 14–16 14–17 7 9–11 10–12 10–12 y11–13 11–13 11–14 12–14 12–15 y13–15 13–16 z14–16 8 9–11 9–11 y10–12 10–12 10–13 11–13 11–14 z12–14 12–15 12–15 y13–16 9 8–10 x9–10 9–11 9–11 y10–12 10–12 10–13 11–13 11–14 y12–14 12–15 10 w8–9 8–10 8–10 9–11 9–11 9–12 10–12 10–13 y11–13 11–14 11–14 11 7–8 7–8 8–9 8–9 z9–10 9–10 9–11 y10–11 10–12 10–12 11–13 12 x7 7–8 7–8 y8–9 8–9 8–10 9–10 9–11 9–11 10–12 10–12 13 6–7 6–7 7–8 7–8 7–9 8–9 8–10 z9–10 9–11 9–11 y10–12 14 6–7 6–7 6–7 7–8 7–8 7–8a 8–9 8–9 8–10 9–10 9–11 15 5–6 x6 6–7 6–7 y7–8 7–8 7–8 7–9 8–9 8–10 8–10 16 5 5–6 5–6 6–7 6–7 6–8 7–8 7–8 7–9 8–9 8–10 17 4–5 5 5–6 5–6 6a 6–7 6–7 7–8 7–8 7–8a 8–9 18 4 4–5 5 5a 5–6 6 6–7 6–7 u7–8 7–8 7–8 19 4 4 4–5 5 5 5–6 5–6 6–7 6–7 6–8 7–8 20 3–4 4 4 4–5 y5 5 5–6 5–6 6–7 6–7 6–7a 21 3 3–4 4 4 4–5 4–5 5 5–6 5–6 6a 6–7 22 3 3 3–4 4 4 4a 4–5 5 5–6 5–6 6 23 p3 3 3 3–4 4 4 4 4–5 5 5a 5–6 24 2 2–3 3 3 3–4 y4 4 4 4–5 5 5 25 2 2 2–3 3 3 3–4 3–4 4 4 4–5 5 26 2 2 2 2–3 3 3 3d 3–4 4 4 4–5 27 1 2 2 2 2–3 3 3 3 3–4 4 4 28 1 1 2 2 2 2–3 3 3 3 3–4 4 29 1 1 1 2 2 2 2–3 3 3 3 3–4 30 1 1 1 1 2 2 2 2–3 3 3 3 31 1 1 1 1 1 2 2 2 2–3 3 3 32 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2d 3 33 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2 34 0 1 1 1 1 1 2 2 2 35 0 1 1 1 1 1 2 2 36 0 1 1 1 1 1 2 37 0 1 1 1 1 1 38 0 1 1 1 1 39 0 1 1 1 40 0 1 1 41 0 1 42 0

TABLICA 1 (Prod¨lßenie)

tablica za t[n, k]. qast 4

knn 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53

1 21 22 22 23 23 24 24 25 25 26 26 2 21 21 22 22 23 23 24 24 25 25 26 3 20 21 21 22 22 23 23 24 24 25 25 4 19 20 20 21 21 22 22 23 23 24 24 5 19 19 20 20 21 21 22 22 23 23 24 6 14–17 15–18 15–18 16–19 16–19 17–20 17–20 y18–21 18–21 z19–22 19–22 7 14–17 14–17 y15–18 15–18 v16–19 16–19 16–20 17–20 17–21 17–21 18–22 8 13–16 y14–17 14–17 14–18 y15–18 15–19 y16–19 16–20 16–20 17–21 17–21 9 12–15 13–16 13–16 y14–17 14–17 14–18 15–18 15–19 y16–19 16–20 16–20 10 12–15 12–15 12–16 13–16 13–17 y14–17 14–18 14–18 15–19 15–19 y16–20 11 11–13 11–14 12–14 12–15 y13–15 13–16 13–16 14–17 14–17 y15–18 15–18 12 10–13 11–13 11–14 u12–14 12–15 12–15 13–16 13–16 13–17 14–17 14–18 13 10–12 10–13 y11–13 11–14 11–14 12–15 12–15 y13–16 13–16 13–17 y14–17 14 9–11 10–12 10–12 10–13 11–13 11–14 y12–14 12–15 12–15 y13–16 13–16 15 8–11 9–11 y10–12 10–12 10–13 y11–13 11–14 11–14 12–15 12–15 12–16 16 8–10 9–10a 9–11 9–11 10–12 10–12 10–12a 11–13 11–13 z12–14 12–14 17 8–9 8–10 y9–10 9–11 9–11 10–12 10–12 10–12 11–13 11–13 11–14 18 7–9 8–9 8–10 8–10 9–11 9–11 9–12 10–12 10–12 10–13 11–13 19 7–8 7–9 8–9 8–10 8–10 9–11 9–11 9–11a 10–12 10–12 10–13 20 7–8 7–8 7–9 8–9 8–9a 8–10 y9–10 9–11 9–11 y10–12 10–12 21 6–7 7–8 7–8 7–9 z8–9 8–9 8–10 8–10 9–11 9–11 9–12 22 6–7 6–7 6–8 7–8 7–9 7–9 8–9 8–10 8–10 9–10 9–10a 23 y6 6 6a 6–7 7 7–8 7–8 8–9 8–9 8–10 9–10 24 5–6 5–6 6 6 6–7 7 7–8 7–8 y8–9 8–9 8–10 25 5 5–6 5–6 6 6 6–7 7 7–8 7–8 7–9 8–9 26 4–5 5 5–6 5–6 6 6 6–7 y7 7a 7–8 7–8 27 4–5 4–5 5 5–6 5–6 6 6 6–7 6–7 7 7–8 28 4 4–5 4–5 5 5–6 5–6 y6 6 6–7 6–7 7 29 4 4 4–5 4–5 5 5a 5–6 5–6 6 6–7 6–7 30 3–4 4 4 4–5 4–5 5 5 5–6 5–6 6 6–7 31 3 3–4 4 4 4–5 4–5 5 5 5–6 5–6 6 32 3 3 3–4 4 4 4–5 4–5 5 5 5–6 5–6 33 3 3 3 3–4 3–4 4 4c 4–5 4–5 5 5–6 34 2 3 3 3 3–4 3–4 4 4 4–5 4–5 5 35 2 2 p3 3 3 3–4 3–4 4 4 4–5 4–5 36 2 2 2 u3 3 3 3–4 3–4 4 4 4–5 37 2 2 2 2 2–3 3 3 3–4 3–4 4 4 38 1 2 2 2 2 2–3 3 3 3–4 3–4 4 39 1 1 2 2 2 2 2–3 3 3 3–4 3–4 40 1 1 1 2 2 2 2 2–3 3 3 3–4 41 1 1 1 1 2 2 2 2 2–3 3 3 42 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2–3 3 43 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2–3 44 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2 45 0 1 1 1 1 1 2 2 2 46 0 1 1 1 1 1 2 2 47 0 1 1 1 1 1 2 48 0 1 1 1 1 1 49 0 1 1 1 1 50 0 1 1 1 51 0 1 1 52 0 1 53 0

TABLICA 1 (Prod¨lßenie)

tablica za t[n, k]. qast 5

knn 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64

1 27 27 28 28 29 29 30 30 31 31 32 2 26 27 27 28 28 29 29 30 30 31 31 3 26 26 27 27 28 28 29 29 30 30 31 4 25 25 26 26 27 27 28 28 29 29 30 5 24 25 25 26 26 27 27 28 28 29 29 6 19–23 20–23 20–24 y21–24 21–25 z22–25 22–26 23–26 23–27 24–27 24–28 7 18–22 19–23 19–23 19–24 20–24 z21–25 21–25 21–26 22–26 22–27 22–27 8 y18–22 18–22 18–23 19–23 19–24 v20–24 20–25 20–25 21–26 21–26 21–27 9 17–21 17–21 y18–22 18–22 18–23 19–23 19–24 y20–24 20–25 20–25 21–26 10 16–20 16–21 17–21 17–22 y18–22 18–23 18–23 19–24 19–24 y20–25 20–25 11 15–19 y16–19 16–20 16–20 17–21 17–21 y18–22 18–22 18–23 19–23 19–24 12 y15–18 15–19 15–19 16–20 16–20 y17–21 17–21 17–22 y18–22 18–23 18–23 13 14–18 14–18 15–19 15–19 15–20 16–20 16–21 y17–21 17–22 17–22 18–23 14 13–17 14–17 14–18 14–18 15–19 15–19 y16–20 16–20 16–21 17–21 17–22 15 13–16 13–17 y14–17 14–18 14–18 y15–19 15–19 15–20 16–20 16–21 16–21 16 12–15 y13–15 13–16 13–16 14–17 14–17 14–18 15–18 15–19 z16–19 16–20 17 12–14 12–15 12–15 13–16 13–16 13–17 14–17 14–18 y15–18 15–19 15–19 18 11–14 z12–14 12–15 12–15 y13–16 13–16 13–17 y14–17 14–18 14–18 15–19 19 11–13 11–13a 11–14 12–14 12–15 12–15 13–16 13–16 13–17 14–17 14–18 20 10–13 y11–13 11–13 11–14 11–14 12–15 12–15 y13–16 13–16 13–17 14–17 21 10–12 10–13 10–13 11–13 11–14 11–14 12–14 12–14a 12–15 13–15 13–16 22 9–11 10–11 10–12 10–12 11–13 11–13 11–14 12–14 12–14 12–15 13–15 23 9–10 9–11 z10–11 10–12 10–12 z11–13 11–13 11–14 z12–14 12–14 12–15 24 z9–10 9–10 9–11 9–11 10–12 10–12 10–13 11–13 11–14 11–14 12–14 25 8–10 8–10 9–10 9–11 9–11 10–11a 10–12 10–12 11–13 11–13 11–14 26 8–9 8–9 8–10 9–10 9–11 9–11 y10–11 10–12 10–12 z11–13 11–13 27 7–8 8–9 8–9 8–10 y9–10 9–11 9–11 9–11 10–12 10–12 10–13 28 7–8 7–8 y8–9 8–9 8–9a 8–10 9–10 9–11 9–11 10–11a 10–12 29 7 7–8 7–8 7–8a 8–9 8–9 8–10 9–10 9–11 9–11 10–11 30 6–7 7 7–8 7–8 7–8 8–9 8–9 8–10 9–10 9–11 9–11 31 6–7 6–7 y7 7–8 7–8 7–8 8–9 8–9 8–10 y9–10 9–10a 32 6 6–7 6–7 6–7 7–8 7–8 7–8 8–9 8–9 8–9a 8–10 33 5–6 6 6–7 6–7 6–7 7a 7–8 7–8 u8–9 8–9 8–9 34 5–6 5–6 y6 6–7 6–7 6–7 7 7–8 7–8 7–8a 8–9 35 5 5–6 5–6 5–6 6–7 6–7 6–7 7 7–8 7–8 7–8 36 4–5 5 5–6 5–6 5–6 6–7 6–7 6–7 6–7 708 7–8 37 4–5 4–5 5 5–6 5–6 5–6 6–7 6–7 6–7 6–7 7–8 38 4 4–5 4–5 5 5–6 5–6 5–6 6–7 6–7 6–7 6–7 39 4 4 4–5 4–5 5 5c 5–6 5–6 6a 6–7 6–7 40 3–4 4 4 4–5 4–5 5 5 5–6 5–6 6 6–7 41 3–4 3–4 4 4 4–5 4–5 5 5 5–6 5–6 6 42 3 3a 3–4 4 4 4–5 4–5 4–5 5 5–6 5–6 43 3 3 3 3–4 4 4 4–5 4–5 4–5 5 5–6 44 2–3 3 3 3 3–4 3–4 4 4–5 4–5 4–5 5 45 2 2–3 3 3 3 3–4 3–4 4 4–5 4–5 4–5 46 2 2 2–3 3 3 3 3–4 3–4 4 4–5 4–5 47 2 2 2 2–3 3 3 3 3–4 3–4 4 4–5 48 2 2 2 2 2b 3 3 3 3–4 3–4 4 49 1 2 2 2 2 2 3 3 3 3c 3–4 50 1 1 2 2 2 2 2 3 3 3 3 51 1 1 1 2 2 2 2 2 3 3 3 52 1 1 1 1 2 2 2 2 2 3 3 53 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2–3 54 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 55 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2 56 0 1 1 1 1 1 2 2 2 57 0 1 1 1 1 1 1h 2 58 0 1 1 1 1 1 1 59 0 1 1 1 1 1 60 0 1 1 1 1 61 0 1 1 1 62 0 1 1 63 0 1 64 0

Glava 2

Minimalen radius na pokritie na samodop¨lnitelni kodove

2.1 Samodop¨lnitelni lineæni kodove

DvoiqniØt lineen kod C se nariqa samodop¨lnitelen, ako s¨d¨rßa ediniqniØ vektor (1, 1, . . . , 1). V tozi sluqaæ za vsØka duma ot koda c ∈ C, dvoiqnoto ì dop¨lnenie c s¨wo prinadleßi na C. Tova ravnomerno razpredelenie na kodovite dumi v prostranstvoto F^n_2 dava osnovanie na Koen i dr. [5] da postavØt v¨prosa dali minimalniØt radius na pokritie t[n, k] vinagi se dostiga i ot samodop¨lnitelni kodove. Prez 1988g. St. Dodunekov, Kr. Manev i Vl. Tonqev [7] otgovarØt otricatelno na tozi v¨pros—te dokazvat, qe radius¨t na pokritie na samodop¨lnitelnite [14, 6] kodove e pone 4, v¨preki qe t[14, 6] = 3. Ostava otkrit v¨pros¨t koga t[n, k] se dostiga ot samodop¨lnitelni kodove.

V tazi glava poluqavame toqnite stoænosti za minimalniØ radius na pokritie za samodop¨lnitelni kodove s razmernost k ≤ 6 i postroØvame tablica s¨s stoænostite na tozi radius pri n ≤ 64.

2.2 Osnovni granici za minimalniØ radius na pokritie na samodop¨lnitelni kodove

Da oznaqim s t^s[n, k] naæ-malkiØ v¨zmoßen radius na samodop¨lnitelen [n, k] kod, t.e.

t^s[n, k] = min_C R(C), (2.1)

k¨deto C probØgva mnoßestvoto ot vsiqki samodop¨lnitelni [n, k] kodove. Lema 2.1_{ts[n, k] ≥ t[n, k]. (2.2)}

Dokazatelstvo Samodop¨lnitelnite kodove sa podmnoßestvo na vsiqki dvoiqni lineæni kodove. Tv¨rdenieto sledva ot definiciite (1.7) i (2.1).

Ot (2.2) sledva, qe vsiqki dolni granici ot Glava 1 vaßat i za samodop¨lnitelni kodove.

Izkl¸qvaneto na koordinata ot samodop¨lnitelen kod ni dava samodop¨lnitelen kod, kakto i kodovete, poluqeni qrez v¨nxna direktna suma ili sk¨sena direktna suma ot samodop¨lnitelni kodove sa otnovo samodop¨lnitelni. Taka neravenstvata (1.8), (1.9) i (1.10) ni davat

t^s[n, k] ≤ t^s[n + 1, k], (2.3) t^s[n, k] ≤ t^s[n − 1, k − 1], (2.4) t^s[n + 2, k] ≤ t^s[n, k] + 1. (2.5)

Teorema 2.1 Za k ≤ 5 i vsØko n e v sila t^s[n, k] = t[n, k]. (2.6) Dokazatelstvo Neka T_n e [n, 1] kod¨t {000 . . . 0_n , 111 . . . 1_n }. Oqevidno T_n e samodop¨lnitelen i normalen (t¨æ kato k = 1, viß Tv¨rdenie 1.2).

MinimalniØt radius na pokritie t[n, k] se dostiga ot slednite samodop¨lnitelni kodove [9]:

k = 1 : T_n;

k = 2 : T_{n−1} ⊕ T_1;

k = 3 : T_{n−2} ⊕ T_1 ⊕ T_1;

k = 4 : Za n = 5—T_2 ⊕ T_1 ⊕ T_1 ⊕ T_1, a za n > 5 prilagame Tv¨rdenie 1.9 k¨m T_3 ⊕ T_1 ⊕ T_1 ⊕ T_1 pri qetno n ili k¨m [7, 4]1 koda na Heming pri neqetno n; k = 5 : V¨nxna direktna suma na T_1 i optimalen [n − 1, 4] kod.

Teorema 2.1 ni dava toqnite stoænosti na t^s[n, k] za k ≤ 5:

t^s[n, 1] = [n 2 ] za n ≥ 1, (2.7)

t^s[n, 2] = [ n − 1 2 ] za n ≥ 2, (2.8)

t^s[n, 3] = [ n − 2 2 ] za n ≥ 3, (2.9)

t^s[n, 4] = [ n − 4 2 ] za n ≠ 5 i t^s[5, 4] = 1, (2.10)

t^s[n, 5] = [ n − 5 2 ] za n ≠ 6 i t^s[6, 5] = 1. (2.11)

Lema 2.2 Ako dvoiqniØt lineen [n, k]R kod C s¨d¨rßa dve ednakvi koloni, to

R ≥ t[n − 2, k] + 1. Za samodop¨lnitelen kod C s povtarØwi se koloni e v sila R ≥ t^s[n − 2, k] + 1.

Dokazatelstvo Ako C s¨d¨rßa nuleva kolona (v tozi sluqaæ C ne e samodop¨lnitelen), to spored Tv¨rdenie 1.6, R ≥ t[n − 1, k] + 1 ≥ t[n − 2, k] + 1. V protiven sluqaæ moßem da izberem poraßdawa matrica v¨v vida 1 1 0 0 . . G_′ 0 0 .

Matricata G^′ poraßda [n−2, k^′] kod C^′ (k^′ ≤ k). Ako C e samodop¨lnitelen, C^′ s¨wo e samodop¨lnitelen. S¨westvuva vektor u^′ ∈ F^{n−2}_2 , tak¨v qe dist(u^′, x) ≥

t[n − 2, k^′] za vsØko x ∈ C^′. Neka u = (10|u^′). Togava dist(u, y) ≥ 1 + t[n − 2, k^′]

za vsØko y ∈ C, t.e. R ≥ 1 + t[n − 2, k^′]. Ot neravenstvata (1.8) i (1.9) imame

t[n, k] ≤ t[n, k − 1], otk¨deto t[n − 2, k^′] ≥ t[n − 2, k]. Okonqatelno R ≥ t[n − 2, k] + 1.

Ako C e samodop¨lnitelen, vmesto t[n, k] razgleßdame t^s[n, k].

Lema 2.3 Ako n > 2^{k−1}, to samodop¨lnitelnite [n, k]R kodovete C imat pov-

tarØwi se koloni v poraßdawite si matrici i

t^s[n, k] ≥ t^s[n − 2, k] + 1. (2.12)

Dokazatelstvo Da izberem poraßdawa matrica G v sistematiqen vid. EdinstveniØt naqin da poluqim ediniqniØ vektor (111 . . . 1) kato lineæna kombinaciØ na redove na G e da s¨berem vsiqkite k reda. Sledovatelno vsiqki st¨lbove na G trØbva da imat neqetno teglo. BroØt na razliqnite vektori nad F_2 s d¨lßina k i neqetno teglo e 2^{k−1}, taka qe ako G ima poveqe koloni, pone dve we sa ednakvi. V tak¨v sluqaæ tv¨rdenieto sledva ot Lema 2.2.

Lema 2.4 Radius¨t na pokritie na vseki samodop¨lnitelen [n, k, 1] kod C e pone t^s[n − 1, k − 1].

Dokazatelstvo Moßem da izberem poraßdawa matrica za C v¨v vida

G = 100 · · · 0 0 0 G_1 . 0 ,

k¨deto G_1 poraßda [n − 1, k − 1, d ≥ 1] kod C_1. Neka u ∈ F^{n−1}_2 e vektor, za koæto

dist(u, x) ≥ t^s[n − 1, k − 1] za vsØko x ∈ C_1. Togava dist((0|u), y) ≥ t^s[n − 1, k − 1] za

vsØko y ∈ C, otk¨deto R(C) ≥ t^s[n − 1, k − 1].

Lema 2.5 Radius¨t na pokritie na vseki samodop¨lnitelen [n, k, 2] kod C e pone t^s[n − 1, k − 1]. Dokazatelstvo V tozi sluqaæ moßem da izberem poraßdawa matrica za C v¨v vida G = 110 · · · 0 0 0 G_2 . 0 ,

k¨deto G_2 poraßda [n − 1, k − 1, d ≥ 2] kod C_2. Neka otnovo u ∈ F^{n−1}_2 e vektor, za koæto dist(u, x) ≥ t^s[n − 1, k − 1] za vsØko x ∈ C_2. Da oznaqim s v p¨rviØ red na matricata G. Togava

C = (0|C_2) ∪ (v + (0|C_2)),

k¨deto (0|C_2) = {(0|x) : x ∈ C_2}. Ako c ∈ (0|C_2), to dist((0|u), c) ≥ t^s[n − 1, k − 1]. Ako p¨k c ∈ (v + (0|C_2)), to c = v + (0|w) za nØkoe w ∈ C_2 i

dist(c, (0|u)) = wt(v + (0|w) + (0|u)) = wt(v) + wt((0|w) + (0|u)) − 2 wt(v ∗ ((0|w) + (0|u))) ≥ t^s[n − 1, k − 1]. Sledovatelno R(C) ≥ t^s[n − 1, k − 1].

2.3 Samodop¨lnitelni kodove s razmernost xest

Pri n = 6, . . . , 13 i n = 15 radiusite na pokritie na samodop¨lnitelnite [n, 6] kodove, konstruirani po praviloto (2.4), s¨vpadat s izvestnite dolni granici ot Tablica 1. Drugite d¨lßini, za koito e izvestna toqnata stoænost na t^s[n, 6], sa:

n = 14 : [14, 6]3 kod¨t, vkl¸qen v Tablica 1, ne e samodop¨lnitelen. St. Do-

dunekov, Kr. Manev i Vl. Tonqev [7] dokazvat, qe t^s[14, 6] = 4.

n = 19 : Vkl¸qeniØt v Tablica 1 [19, 6]5 kod e samodop¨lnitelen (viß poraß-

dawata mu matrica v [9]), taka qe t^s[19, 6] = 5.

n = 18, 21, 23 : Kodovete, vkl¸qeni v Tablica 1, se poluqavat ot [19, 6]5 po pra-

vilo (2.3) ili (2.5) i sa samodop¨lnitelni.

Za vsiqki ostanali d¨lßini n dolnite i gornite granici za t^s[n, 6] ne s¨vpadat.

2.3.1 Metod na t¨rsene

Metod¨t ni na t¨rsene na samodop¨lnitelni [n, 6] kodove s mal¨k radius na pokritie e podoben na izpolzvaniØ v [7]. T¨æ kato ekvivalentnite kodove imat ednak¨v radius na pokritie, bez ograniqeniØ moßem da razmestvame redovete i st¨lbovete v poraßdawite matrici.

Razgleßdame samodop¨lnitelen [n, 6, d] kod C. Ako C ima minimalno razstoØnie d ≤ 2, to ot Tv¨rdeniØ 2.4 i 2.5 imame R(C) ≥ t^s[n − 1, k − 1], taka qe tak¨v kod ne moße da podobri veqe izvestnite gorni granici, poluqeni qrez praviloto (2.4). S¨wo taka, Tv¨rdenie 2.2 ni pozvolØva da razgleßdame samo kodove s nepovtarØwi se koloni. Zatova sqitame, qe d ≥ 3 i C nØma povtarØwi se koloni. Neka poraßdawata matrica na C e zapisana v sistematiqen vid,

G = [I_6N]. (2.13)

T¨æ kato ediniqniØt vektor (1, 1, . . . , 1) prinadleßi na C, toæ trØbva da se poluqava kato suma na vsiqkite redove na G. Sledovatelno teglata na vsiqki koloni v G trØbva da sa neqetni, t.e. 3 ili 5 (kolona s teglo 1 bi s¨vpadala s nØkoØ ot kolonite na I_6).

Moßem da sqitame, qe p¨rviØ red na G ima teglo d. Togava G ima vida

G = d−1 11 · · · 1 n−d−5 00 · · · 0 I_6 M , (2.14) k¨deto M e 5 × (n − 6) matrica, qiito p¨rvi d − 1 st¨lba imat qetno teglo (2 ili 4), a poslednite n − d − 5 st¨lba—neqetno teglo (3 ili 5).

Razliqnite v¨zmoßni st¨lbove nad F_2 s d¨lßina 5 i teglo 2 sa 10, s teglo 3—10, s teglo 4—5 i s teglo 5—1. T¨æ kato ni interesuvat samo klasovete ekvivalentni kodove, podreßdaneto na st¨lbovete e bez znaqenie. Bez ograniqenie moßem da razmestvame i redovete na poraßdawata matrica (sled tova s razmestvane samo na p¨rvite xest st¨lba otnovo we Ø privedem v sistematiqen vid), koeto ni pozvolØva da razgleßdame s toqnost do permutacii na koloni i st¨lbove edna (no ne poveqe!) ot grupite koloni s opredeleno teglo, pri uslovie qe razgleßdame vsiqki kombinacii na koloni ot ostanalite grupi.

Da oznaqim s n_i broØt koloni s teglo i. S toqnost do permutacii na redove i st¨lbove imame slednite slednite v¨zmoßnosti za n_3-te koloni s teglo 3: n_3 = 1 : Edna v¨zmoßnost: 0 0 1 1 1 n_3 = 2 : Dve v¨zmoßnosti: 00 01 01 01 10 10 11 10 11 11

n_3 = 3 : Qetiri v¨zmoßnosti: 001 000 001 001 010 011 010 011 100 101 101 101 111 110 110 110 111 111 111 110

n_3 = 4 : Xest v¨zmoßnosti: 0010 0011 0000 0100 0011 0011 0101 0101 0111 0011 0101 0101 1001 1010 1011 1011 1001 1010 1110 1100 1101 1101 1110 1101 1111 1111 1110 1110 1110 1110

n_3 = 5 : Xest v¨zmoßnosti [7]: 11111 01111 00111 00111 00111 01111 00011 10011 11011 11011 11001 10011 01100 01101 11101 01101 01110 11100 10101 10110 01010 11110 10011 10101 11010 11000 10100 10000 11100 01010 n_3 = 6, . . . , 10 : Tolkova v¨zmoßnosti, kolkoto i za 10−n_3 koloni. Kolonite se

poluqavat, kato ot vsiqko v¨zmoßnite 10 koloni se izkl¸qat posoqenite po-gore (10 − n_3) koloni.

S toqnost do permutaciØ na koloni i st¨lbove, v¨zmoßnostite za n_2-te koloni s teglo 2 sa:

n_2 = 1 : Edna v¨zmoßnost;

n_2 = 2 : Dve v¨zmoßnosti;

n_2 = 3 : Qetiri v¨zmoßnosti;

n_2 = 4 : Xest v¨zmoßnosti;

n_2 = 5 : Xest v¨zmoßnosti;

n_2 = 6, . . . , 10 : Tolkova v¨zmoßnosti, kolkoto i za (10 − n_2) koloni.

Konkretnite koloni se poluqavat, kato v s¨otvetnite v¨zmoßnosti za n_3 se razmenØt mestata na nulite i edinicite.

We opixem po-podrobno p¨rviØ razgledan sluqaæ—[16, 6]. V ostanalite sluqai se raboti po s¨wiØ naqin, te we b¨dat opisani nakratko v §2.3.2. K¨deto ima razliki, te sa izriqno otbelØzani.

Za minimalniØ radius na pokritie na samodop¨lnitelnite [16, 6] kodove znaem t^s[16, 6] = 4–5. Dolnata granica e ot Tablica 1, a gornata se poluqava s pravilo (2.4). T¨rsim kod s R = 4. Kakto otbelØzahme po-gore, razgleßdame kodove s d ≥ 3, a ot [1] vißdame, qe d ≤ 6 za proizvolni [16, 6] kodove. Za razliqnite stoænosti na d imame:

d = 3 : P¨rvite dve koloni na M sa s qetno teglo (2 ili 4), a poslednite

osem sa s neqetno (3 ili 5). Vzemame kolonite s teglo 3 s toqnost do permutacii na redove i koloni, a s ostanalite tegla—samo s toqnost do permutaciØ na koloni. Za p¨rvite dve koloni na M imame obwo

(_{10+5} 2 ) = 105 v¨zmoßnosti, a za poslednite osem—6 v¨zmoßnosti (2 v¨z-

moßnosti za 8 koloni s teglo 3 i 4 v¨zmoßnosti za 7 koloni s teglo 3 i edna s teglo 5). Komp¸t¨rnata proverka pokaza, qe vsiqki tezi 630 koda imat R ≥ 5.

d = 4 : Tuk imame

(_{15} 3 ) = 455 v¨zmoßnosti za 3-te koloni s tegla 2 ili 4 i

10 v¨zmoßnosti za 7-te koloni s tegla 3 ili 5 (4 v¨zmoßnosti za 7 koloni s teglo 3 i 6 v¨zmoßnosti za 6 koloni s teglo 3 i edna s teglo 5). Komp¸t¨rnata proverka otnovo pokazva, qe vsiqkite 4550 koda imat R ≥ 5.

d = 5 : Tuk imame

(_{15} 4 ) = 1365 v¨zmoßnosti za 4-te koloni s tegla 2 ili 4 i 12

v¨zmoßnosti za 6-te koloni s tegla 3 ili 5 (6 za 6 koloni s teglo 3 i 6 za 5 koloni s teglo 3 i edna s teglo 5). Tuk bØha namereni kodove s

R = 4, p¨rviØt otkrit ima poraßdawa matrica

100000 1111 000000 010000 1111 011111 001000 1111 100011 000100 0110 101101 000010 0101 110110 000001 0011 011000

. (2.15)

Tozi kod e normalen, t¨æ kato d = 5 (viß Tv¨rdenie 1.2).

d = 6 : Tuk imame

(_{15} 5 ) = 3003 v¨zmoßnosti za 5-te koloni s tegla 2 ili 4 i 12

v¨zmoßnosti za 5-te koloni s tegla 3 ili 5 (6 za 5 koloni s teglo 3 i 6 za 4 koloni s teglo 3 i edna s teglo 5). Tuk s¨wo ima kodove s R = 4.

2.3.2 IzqisleniØ i rezultati

Po opisaniØ v §2.3.1 metod sa konstruirani vsiqki kodove, neobhodimi za opredelØne toqnite stoænosti na t^s[n, 6] za vsØko n. Za izqislØvane na radiusite na pokritie sa razraboteni dop¨lnitelni proceduri k¨m paketa LINCOR [16]. Priloßen e listing na izpolzvanite programi. IzqisleniØta sa izv¨rxeni na komp¸tri IBM PC 486DX i DEC 3100.

Eto kodovete, qiito radiusi na pokritie sa izqisleni: (gornite granici za d sa vzeti ot [1], a dolnite pri n ≥ 20 idvat ot fakta, qe matricata M ne moße da s¨d¨rßa poveqe ot 11 koloni s tegla 3 ili 5 i sledovatelno d ≥ n − 16). • n = 17 : Izvestni granici: t^s[17, 6] = 4 − 5.

d = 3, 4, 5 : Ako izkl¸qim sedmata koordinata, we poluqim veqe razgle-

dan [16, 6, d − 1] kod s radius na pokritie pone 5. Sledovatelno (ot Tv¨rdenie 1.6) vsiqki tezi kodove imat R ≥ 5.

d = 6 : Matricata M s¨d¨rßa 5 koloni s tegla 2 ili 4(3003 v¨zmoßnos-

ti) i 6 koloni s tegla 3 ili 5 (12 v¨zmoßnosti).

d = 7 : Matricata M s¨d¨rßa 6 koloni s tegla 2 ili 4(5005 v¨zmoßnos-

ti) i 5 koloni s tegla 3 ili 5 (12 v¨zmoßnosti).

Vsiqki tezi kodove imat R ≥ 5.

• n = 20 : Izvestni granici: t^s[20, 6] = 5 − 6.

d = 4 : Matricata M s¨d¨rßa 3 koloni s tegla 2 ili 4(455 v¨zmoßnosti)

i 11 koloni s tegla 3 ili 5 (1 v¨zmoßnost).

d = 5 : Matricata M s¨d¨rßa 4 koloni s tegla 2 ili 4(1365 v¨zmoßnos-

ti) i 10 koloni s tegla 3 ili 5 (2 v¨zmoßnosti).

d = 6 : Matricata M s¨d¨rßa 5 koloni s tegla 2 ili 4(3003 v¨zmoßnos-

ti) i 9 koloni s tegla 3 ili 5 (3 v¨zmoßnosti).

d = 7 : Matricata M s¨d¨rßa 6 koloni s tegla 2 ili 4(5005 v¨zmoßnos-

ti) i 8 koloni s tegla 3 ili 5 (6 v¨zmoßnosti).

d = 8 : Matricata M s¨d¨rßa 7 koloni s tegla 2 ili 4(6435 v¨zmoßnos-

ti) i 7 koloni s tegla 3 ili 5 (10 v¨zmoßnosti). Vsiqki tezi kodove imat R ≥ 6.

• n = 22 : Izvestni granici: t^s[22, 6] = 6 − 7.

d = 6 : Matricata M s¨d¨rßa 5 koloni s tegla 2 ili 4(3003 v¨zmoßnos-

ti) i 11 koloni s tegla 3 ili 5 (1 v¨zmoßnost).

d = 7 : Matricata M s¨d¨rßa 6 koloni s tegla 2 ili 4(5005 v¨zmoßnos-

ti) i 10 koloni s tegla 3 ili 5 (2 v¨zmoßnosti).

d = 8 : Matricata M s¨d¨rßa 7 koloni s tegla 2 ili 4(6435 v¨zmoßnos-

ti) i 9 koloni s tegla 3 ili 5 (3 v¨zmoßnosti).

d = 9 : Matricata M s¨d¨rßa 8 koloni s tegla 2 ili 4(6435 v¨zmoßnos-

ti) i 8 koloni s tegla 3 ili 5 (6 v¨zmoßnosti). Vsiqki tezi kodove imat R ≥ 7.

• n = 24 : Izvestni granici: t^s[24, 6] = 7 − 8.

d = 8 : Matricata M s¨d¨rßa 7 koloni s tegla 2 ili 4(6435 v¨zmoßnos-

ti) i 11 koloni s tegla 3 ili 5 (1 v¨zmoßnost).

d = 9 : Matricata M s¨d¨rßa 8 koloni s tegla 2 ili 4(6435 v¨zmoßnos-

ti) i 10 koloni s tegla 3 ili 5 (2 v¨zmoßnosti).

d = 10 : Matricata M s¨d¨rßa 9 koloni s tegla 2 ili 4(5005 v¨zmoß-

nosti) i 9 koloni s tegla 3 ili 5 (3 v¨zmoßnosti). Vsiqki tezi kodove imat R ≥ 8.

• n = 26 : Izvestni granici: t^s[26, 6] = 8 − 9.

d = 10 : Matricata M s¨d¨rßa 9 koloni s tegla 2 ili 4(147 v¨zmoßnos-

ti—t¨æ kato vsiqki v¨zmoßni koloni s teglo 3 uqastvat, kolonite s teglo 2 sa vzeti s toqnost do permutacii na redove i st¨lbove) i 11 koloni s tegla 3 ili 5 (1 v¨zmoßnost).

d = 11 : Matricata M s¨d¨rßa 10 koloni s tegla 2 ili 4(3003 v¨zmoß-

nosti) i 10 koloni s tegla 3 ili 5 (2 v¨zmoßnosti).

d = 12 : Matricata M s¨d¨rßa 11 koloni s tegla 2 ili 4(1365 v¨zmoß-

nosti) i 9 koloni s tegla 3 ili 5 (3 v¨zmoßnosti). Vsiqki tezi kodove imat R ≥ 9.

• n = 28 : Izvestni granici: t^s[28, 6] = 9 − 10.

d = 12 : Matricata M s¨d¨rßa 11 koloni s tegla 2 ili 4(61 v¨zmoßnos-

ti—t¨æ kato vsiqki v¨zmoßni koloni s teglo 3 uqastvat, kolonite s teglo 2 sa vzeti s toqnost do permutacii na redove i st¨lbove) i 11 koloni s tegla 3 ili 5 (1 v¨zmoßnost).

Vsiqki tezi kodove imat R ≥ 10.

• n = 30 : Izvestni granici: t^s[30, 6] = 9 − 11.

d = 14 : Matricata M s¨d¨rßa 13 koloni s tegla 2 ili 4(8 v¨zmoßnos-

ti—t¨æ kato vsiqki v¨zmoßni koloni s teglo 3 uqastvat, kolonite s teglo 2 sa vzeti s toqnost do permutacii na redove i st¨lbove, a kogato uqastvat i vsiqki v¨zmoßni koloni s teglo 2, kolonite s teglo 4 sa vzeti s toqnost do permutacii na redove i koloni) i 11 koloni s tegla 3 ili 5 (1 v¨zmoßnost).

Vsiqki tezi kodove imat R ≥ 11.

Tezi presmØtaniØ ni pozvolØvat da dokaßem slednata Teorema 2.2 Toqnite stoænosti na t^s[n, 6] sa:

t^s[7, 6] = 1; (2.16)

t^s[n, 6] = [ n − 6 2 ] za 8 ≤ n ≤ 15 i n = 17; (2.17)

t^s[16, 6] = 4; (2.18)

t^s[n, 6] = [ n − 8 2 ] za n ≥ 18. (2.19)

Optimalni [n, 6] kodove pri n ≥ 18 se poluqavat qrez prilagane na Tv¨rdenie 1.9 k¨m [19, 6] koda, posoqen v [9], ako n e qetno i qrez izkl¸qvane na proizvolna koordinata ot optimalen [n + 1, 6] kod, ako n e neqetno.

Dokazatelstvo Stoænostite na t^s[n, 6] pri 7 ≤ n ≤ 15 i n = 18, 19, 21 i 23 sa izvestni ot po-rano. Za konstruirane na optimalni kodove s tezi d¨lßini viß naqaloto na §2.3.

[16, 6] kod¨t (2.15) dostiga dolnata granica ot Tablica 1 i sledovatelno

e optimalen.

Pri qetni n meßdu 20 i 32 razs¨ßdenieto e slednoto: Ako [n, 6] kod¨t s¨- d¨rßa povtarØwi se koloni, to radius¨t mu na pokritie e pone t^s[n − 2, 6] + 1 i ne moße da namali tazi izvestna gorna granica. Ako p¨k kod¨t ne s¨d¨rßa povtarØwi se koloni i n ≤ 30, to komp¸t¨rnata proverka pokazva, qe radius¨t mu na pokritie otnovo e naæ-malko t^s[n − 2, 6] + 1 (za n = 32 ima edinstven samodop¨lnitelen [32, 6] kod—RM(1, 5), i negoviØt radius na pokritie e 12). T¨æ kato vsiqki izpolzvani kodove sa normalni, ot neravenstvo (2.5) sledva, qe t^s[n, 6] = t^s[n−2, 6]+1. Pri neqetni n, neravenstvata (2.5) i t^s[n, k] ≥ t^s[k−1, k] s¨wo pokazvat, qe t^s[n, 6] = t^s[n − 2, 6] + 1.

Kogato n > 32, Lema 2.3 i neravenstvo (2.5) sa v sila ednovremenno i sledovatelno t^s[n, 6] = t^s[n − 2, 6] + 1.

2.4 Tablica za t^s[n, k] pri n ≤ 64

V kraØ na tazi glava obobwavame vsiqki rezultati za minimalniØ radius na pokritie na samodop¨lnitelni kodove v tablica za t^s[n, k] pri n ≤ 64. Za

k = 1 do 6 sa izvestni toqnite stoænosti na t^s[n, k] za vsØko n. Za k ≥ 7, vsiqki

dolni granici sa vzeti ot Tablica 1.

Vsiqki gorni granici pri k ≥ 7 sa poluqeni s Øvni konstrukcii. NeotbelØzanite s bukva stoænosti se poluqavat ot nØkoe ot neravenstvata (2.3), (2.4) ili (2.5). Poslednoto neravenstvo moße da se izpolzva, t¨æ kato vsiqki kodove, vkl¸qeni v tablicata, sa normalni.

Markiranite gorni granici otgovarØt na stoænosti, koito ne mogat da b¨dat poluqeni ot nØkoe ot pravilata (2.3), (2.4) ili (2.5). OznaqeniØta sa s¨wite, kakto v Tablica 1 (viß §1.5), s¨s slednite zabeleßki:

a: Otpadat kodovete [36, 17]6, [42, 20]7, [44, 16]10, [48, 29]5, [50, 19]11, [55, 42]3,

[58, 28]9, [62, 39]6 i [64, 31]10, t¨æ kato pri konstruiraneto im sa izpolz-

vani kodovete [14, 6]3, [28, 18]2 i [41, 32]2 (viß po-nadolu). Za da zap¨lnim poluqenite praznini ot otpadaneto na tezi i nØkoi drugi kodove, izpolzvame sk¨senata direktna suma za poluqavaneto na slednite kodove:

[19, 10]3 = [7, 4]1 ˙⊕[13, 7]2, [38, 17]7 = [23, 12]3 ˙⊕[16, 6]4, [41, 29]3 = [27, 19]2 ˙⊕[15, 11]1, [46, 16]11 = [31, 11]7 ˙⊕[16, 6]4, [49, 30]5 = [27, 19]2 ˙⊕[23, 12]3, [56, 43]3 = [42, 33]2 ˙⊕[15, 11]1, [60, 28]10 = [45, 23]6 ˙⊕[16, 6]4, [63, 40]6 = [49, 30]5 ˙⊕[15, 11]1.

b: Kod¨t [58, 48]2 ne e samodop¨lnitelen i otpada. Poradi otpadaneto na kodovete, otbelØzani s d v Tablica 1, vkl¸qvame [27, 19]2 i [42, 33]2—kodove, konstruirani ot Brualdi, Ples i Uils¨n v [2]. Tezi dva koda sa samodop¨lnitelni i normalni.

c: CikliqniØt kod C e samodop¨lnitelen, ako 0 ne mu e koren. Izkl¸qvaneto na koordinata ot samodop¨lnitelen kod dava otnovo samodop¨lnitelen kod, no sk¨sØvaneto na koda dava samodop¨lnitelen kod samo ako d = 1. CikliqniØt kod C^{63} = [63, 49]3 s d¨lßina 63 i koreni 1, 5 i 21 e samodop¨lnitelen, no C^{51}_{ss} = [49, 33]4 i C^{60}_p = [59, 39]5, vkl¸qeni v Tablica 1, ne sa i otpadat. Na tØhno mØsto vkl¸qvame slednite kodove, otnovo poluqeni ot Daf¨rti i ˚nva v [8]:

• C^{51} = [51, 35, 3]4 cikliqen kod s d¨lßina 51 i koreni 1 i 5;

• C^{63}_∗ = [63, 43, 6]5 cikliqen kod s d¨lßina 63 i koreni 1, 5, 21 i 31.

d: Ne ni e izvestno dali kodovete [18, 9]3, [26, 18]2, [38, 26]3 i [41, 32]2 sa samodop¨lnitelni i zatova ne sme gi vkl¸qili v Tablica 2.

e: [31, 11, 11]7 BCH kod¨t i [19, 6]5 kodovete [9] sa samodop¨lnitelni, no [14, 6]3

ne e. PosledniØt kod e izkl¸qen ot tablicata.

g: [23, 12]3 kod¨t na Goleæ i sk¨seniØt [19, 12]2 kod na Goleæ, poluqen ot p¨r-

viØ qrez izkl¸qvane na proizvolni qetiri koordinati, sa samodop¨lnitelni.

h: [2^r − 1, 2^r − 1 − r]1 kodovete na Heming sa samodop¨lnitelni.

f: Tova oznaqenie ne e izpolzvano v Tablica 1. Tuk s nego sa otbelØzani

[16, 6]4 kod¨t (2.15), poluqen v §2.3.1, i [59, 49]2 kod¨t, konstruiran po-

dolu.

Tv¨rdenie 2.1 [2] Ako H e m × n proveroqna matrica na dvoiqen kod s radi-

us na pokritie 2 i za nØkoe 2 ≤ t ≤ m p¨rvite t reda na H s¨d¨rßat vsiqkite 2^t −1 nenulevi vektor-st¨lba s d¨lßina t pone po vedn¨ß, to (m+1)×(n+2^{m−t}) matricata 000 · · · 0 111 · · · 1 0 H M (2.20) e proveroqna matrica na kod s radius na pokritie 2, k¨deto M e (m − t) × 2^{m−t} matrica, qiito koloni sa vsiqki dvoiqni (m − t)-torki.

Lema 2.6 Ako priloßim konstrukciØta ot Tv¨rdenie 2.1 nad samodop¨lnite-

len kod, to novopoluqeniØt kod s¨wo e samodop¨lnitelen.

Dokazatelstvo Edin kod e samodop¨lnitelen togava i samo togava, kogato vsiqki redove na proveroqnata mu matrica imat qetno teglo. Redovete na M imat qetno teglo—2^{m−t−1}, taka qe ako i redovete na H sa s qetno teglo, novopoluqenata matrica we e proveroqna za samodop¨lnitelen kod.

Spored [2],

H =

101101101101000000000000000 011011011011000000000000000 101110011000101000000000000 011101110000011000000000000 101011110000000000101101101 011110101000000000011011011 000000000000000101101110011 000000000000000011011101110

(2.21)

e proveroqna matrica na [27, 19]2 kod. Tozi kod e samodop¨lnitelen (teglata na vsiqki redove na H sa qetni). P¨rvite 4 reda na H s¨d¨rßat vsØka dvoiqna qetvorka pone vedn¨ß (s¨woto vaßi i za poslednite 4 reda), taka qe moßem da priloßim konstrukciØta (2.20). Poluqavame 9 × 43 matrica H_1, koØto e proveroqna za [43, 34]2 kod. P¨rviØt i poslednite 4 reda na H_1 s¨- d¨rßat vsØka dvoiqna petorka pone vedn¨ß. Prilagame konstrukciØta (2.20) owe vedn¨ß, tØ ni dava 10×59 matrica H_2, proveroqna za [59, 49]2 kod. Spored Lema 2.6, taka poluqeniØt kod e samodop¨lnitelen.

Podqertanite stoænosti v Tablica 2 predstavlØvat razliqiØta v sravnenie s Tablica 1.

TABLICA 2

tablica za t^s[n, k]. qast 1

knn 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10 2 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 3 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 4 0 1 1 1h 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 5 0 1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 6 0 1 1 1 2 2 3 3 4 4 4f 5 5 5e 6 7 0 1 1 1 2 2 2a 3 3 4 4 4–5 4–5 5 8 0 1 1 1 2 2 2 3 3 3–4 4 4–5 4–5 9 0 1 1 1 2 2 2 3 3 3–4 3–4 4–5 10 0 1 1 1 2 2 2 3 3 3a 3–4 11 0 1 1 1 1h 2 2 2–3 3 3 12 0 1 1 1 1 2 2 2g 3 13 0 1 1 1 1 2 2 2 14 0 1 1 1 1 2 2 15 0 1 1 1 1 2 16 0 1 1 1 1 17 0 1 1 1 18 0 1 1 19 0 1 20 0

tablica za t^s[n, k]. qast 2

knn 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

1 10 11 11 12 12 13 13 14 14 15 15 2 10 10 11 11 12 12 13 13 14 14 15 3 9 10 10 11 11 12 12 13 13 14 14 4 8 9 9 10 10 11 11 12 12 13 13 5 8 8 9 9 10 10 11 11 12 12 13

6 6 7 7 8 8 9 9 10 10 11 11

7 5–6 6 6–7 6–7 7–8 7–8 7–9 8–9 8–10 9–10 9–11 8 5 5–6 5–6 6–7 6–7 7–8 7–8 7–9 8–9 8–10 8–10 9 4–5 5 5–6 5–6 6a 6–7 6–7 7–8 7–8 7–9 8–9 10 4 4–5 4–5 5–6 5–6 5–6 6–7 6–7 7–8 7–8 7–9 11 3-4 4 4–5 4–5 5–6 5–6 5–6 6–7 6–7 6–7 7e 12 3 3 3g 4 4 5 5 5–6 6 6–7 6–7 13 3 3 3 3 4 4 4–5 5 5–6 5–6 6–7 14 2 3 3 3 3 4 4 4–5 5 5–6 5–6 15 2 2 3 3 3 3 4 4 4a 5 5 16 2 2 2 2–3 3 3 3 4 4 4 4–5 17 1 2 2 2 2–3 3 3 3 4 4 4 18 1 1 2 2 2 2–3 3 3 3 3–4 4 19 1 1 1 2 2 2 2b 3 3 3 3–4 20 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 21 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 22 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 23 0 1 1 1 1 2 2 2 2 24 0 1 1 1 1 2 2 2 25 0 1 1 1 1 2 2 26 0 1 1 1 1 1h 27 0 1 1 1 1 28 0 1 1 1 29 0 1 1 30 0 1 31 0

TABLICA 2 (Prod¨lßenie)

tablica za t^s[n, k]. qast 3

knn 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42

1 16 16 17 17 18 18 19 19 20 20 21 2 15 16 16 17 17 18 18 19 19 20 20 3 15 15 16 16 17 17 18 18 19 19 20 4 14 14 15 15 16 16 17 17 18 18 19 5 13 14 14 15 15 16 16 17 17 18 18

6 12 12 13 13 14 14 15 15 16 16 17

7 9–11 10–12 10–12 11–13 11–13 11–14 12–14 12–15 13–15 13–16 14–16 8 9–11 9–11 10–12 10–12 10–13 11–13 11–14 12–14 12–15 12–15 13–16 9 8–10 9–10 9–11 9–11 10–12 10–12 10–13 11–13 11–14 12–14 12–15 10 8–9 8–10 8–10 9–11 9–11 9–12 10–12 10–13 11–13 11–14 11–14 11 7–8 7–8 8–9 8–9 9–10 9–10 9–11 10–11 10–12 10–12 11–13 12 7 7–8 7–8 8–9 8–9 8–10 9–10 9–11 9–11 10–12 10–12 13 6–7 6–7 7–8 7–8 7–9 8–9 8–10 9–10 9–11 9–11 10–12 14 6–7 6–7 6–7 7–8 7–8 7–8a 8–9 8–9 8–10 9–10 9–11 15 5–6 6 6–7 6–7 7–8 7–8 7–8 7–9 8–9 8–10 8–10 16 5 5–6 5–6 6–7 6–7 6–8 7–8 7–8 7–9 8–9 8–10 17 4–5 5 5–6 5–6 6–7 6–7 6–7a 7–8 7–8 7–8a 8–9 18 4 4–5 5 5a 5–6 6 6–7 6–7 7–8 7–8 7–8 19 4 4 4–5 5 5 5–6 5–6 6–7 6–7 6–8 7–8 20 3–4 4 4 4–5 5 5 5–6 5–6 6–7 6–7 6–8 21 3 3–4 4 4 4–5 4–5 5 5–6 5–6 6a 6–7 22 3 3 3–4 4 4 4a 4–5 5 5–6 5–6 6 23 3 3 3 3–4 4 4 4 4–5 5 5a 5–6 24 2 2–3 3 3 3–4 4 4 4 4–5 5 5 25 2 2 2–3 3 3 3–4 3–4 4 4 4–5 5 26 2 2 2 2–3 3 3 3–4 3–4 4 4 4–5 27 1 2 2 2 2–3 3 3 3–4 3–4 4 4 28 1 1 2 2 2 2–3 3 3 3–4 3–4 4 29 1 1 1 2 2 2 2–3 3 3 3a 3–4 30 1 1 1 1 2 2 2 2–3 3 3 3 31 1 1 1 1 1 2 2 2 2–3 3 3 32 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2–3 3 33 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2b 34 0 1 1 1 1 1 2 2 2 35 0 1 1 1 1 1 2 2 36 0 1 1 1 1 1 2 37 0 1 1 1 1 1 38 0 1 1 1 1 39 0 1 1 1 40 0 1 1 41 0 1 42 0

TABLICA 2 (Prod¨lßenie)

tablica za t^s[n, k]. qast 4

knn 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53

1 21 22 22 23 23 24 24 25 25 26 26 2 21 21 22 22 23 23 24 24 25 25 26 3 20 21 21 22 22 23 23 24 24 25 25 4 19 20 20 21 21 22 22 23 23 24 24 5 19 19 20 20 21 21 22 22 23 23 24

6 17 18 18 19 19 20 20 21 21 22 22

7 14–17 14–17 15–18 15–18 16–19 16–19 16–20 17–20 17–21 17–21 18–22 8 13–16 14–17 14–17 14–18 15–18 15–19 16–19 16–20 16–20 17–21 17–21 9 12–15 13–16 13–16 14–17 14–17 14–18 15–18 15–19 16–19 16–20 16–20 10 12–15 12–15 12–16 13–16 13–17 14–17 14–18 14–18 15–19 15–19 16–20 11 11–13 11–14 12–14 12–15 13–15 13–16 13–16 14–17 14–17 15–18 15–18 12 10–13 11–13 11–14 12–14 12–15 12–15 13–16 13–16 13–17 14–17 14–18 13 10–12 10–13 11–13 11–14 11–14 12–15 12–15 13–16 13–16 13–17 14–17 14 9–11 10–12 10–12 10–13 11–13 11–14 12–14 12–15 12–15 13–16 13–16 15 8–11 9–11 10–12 10–12 10–13 11–13 11–14 11–14 12–15 12–15 12–16 16 8–10 9–11 9–11 9–11a 10–12 10–12 10–12a 11–13 11–13 12–14 12–14 17 8–9 8–10 9–10 9–11 9–11 10–12 10–12 10–12 11–13 11–13 11–14 18 7–9 8–9 8–10 8–10 9–11 9–11 9–12 10–12 10–12 10–13 11–13 19 7–8 7–9 8–9 8–10 8–10 9–11 9–11 9–12 10–12 10–12 10–13 20 7–8 7–8 7–9 8–9 8–9a 8–10 9–10 9–11 9–11 10–12 10–12 21 6–7 7–8 7–8 7–9 8–9 8–9 8–10 8–10 9–11 9–11 9–12 22 6–7 6–7 6–8 7–8 7–9 7–9 8–9 8–10 8–10 9–10 9–10a 23 6 6 6a 6–7 7 7–8 7–8 8–9 8–9 8–10 9–10 24 5–6 5–6 6 6 6–7 7 7–8 7–8 8–9 8–9 8–10 25 5 5–6 5–6 6 6 6–7 7 7–8 7–8 7–9 8–9 26 4–5 5 5–6 5–6 6 6 6–7 7 7a 7–8 7–8 27 4–5 4–5 5 5–6 5–6 6 6 6–7 6–7 7 7–8 28 4 4–5 4–5 5 5–6 5–6 6 6 6–7 6–7 7 29 4 4 4–5 4–5 5 5–6 5–6 5–6 6 6–7 6–7 30 3–4 4 4 4–5 4–5 5 5a 5–6 5–6 6 6–7 31 3 3–4 4 4 4–5 4–5 5 5 5–6 5–6 6 32 3 3 3–4 4 4 4–5 4–5 5 5 5–6 5–6 33 3 3 3 3–4 3–4 4 4–5 4–5 4–5 5 5–6 34 2 3 3 3 3–4 3–4 4 4–5 4–5 4–5 5 35 2 2 3 3 3 3–4 3–4 4 4c 4–5 4–5 36 2 2 2 3 3 3 3–4 3–4 4 4 4–5 37 2 2 2 2 2–3 3 3 3–4 3–4 4 4 38 1 2 2 2 2 2–3 3 3 3–4 3–4 4 39 1 1 2 2 2 2 2–3 3 3 3–4 3–4 40 1 1 1 2 2 2 2 2–3 3 3 3–4 41 1 1 1 1 2 2 2 2 2–3 3 3 42 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2–3 3 43 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2–3 44 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2 45 0 1 1 1 1 1 2 2 2 46 0 1 1 1 1 1 2 2 47 0 1 1 1 1 1 2 48 0 1 1 1 1 1 49 0 1 1 1 1 50 0 1 1 1 51 0 1 1 52 0 1 53 0

TABLICA 2 (Prod¨lßenie)

tablica za t^s[n, k]. qast 5

knn 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64

1 27 27 28 28 29 29 30 30 31 31 32 2 26 27 27 28 28 29 29 30 30 31 31 3 26 26 27 27 28 28 29 29 30 30 31 4 25 25 26 26 27 27 28 28 29 29 30 5 24 25 25 26 26 27 27 28 28 29 29

6 23 23 24 24 25 25 26 26 27 27 28

7 18–22 19–23 19–23 19–24 20–24 21–25 21–25 21–26 22–26 22–27 22–27 8 18–22 18–22 18–23 19–23 19–24 20–24 20–25 20–25 21–26 21–26 21–27 9 17–21 17–21 18–22 18–22 18–23 19–23 19–24 20–24 20–25 20–25 21–26 10 16–20 16–21 17–21 17–22 18–22 18–23 18–23 19–24 19–24 20–25 20–25 11 15–19 16–19 16–20 16–20 17–21 17–21 18–22 18–22 18–23 19–23 19–24 12 15–18 15–19 15–19 16–20 16–20 17–21 17–21 17–22 18–22 18–23 18–23 13 14–18 14–18 15–19 15–19 15–20 16–20 16–21 17–21 17–22 17–22 18–23 14 13–17 14–17 14–18 14–18 15–19 15–19 16–20 16–20 16–21 17–21 17–22 15 13–16 13–17 14–17 14–18 14–18 15–19 15–19 15–20 16–20 16–21 16–21 16 12–15 13–15 13–16 13–16 14–17 14–17 14–18 15–18 15–19 16–19 16–20 17 12–14 12–15 12–15 13–16 13–16 13–17 14–17 14–18 15–18 15–19 15–19 18 11–14 12–14 12–15 12–15 13–16 13–16 13–17 14–17 14–18 14–18 15–19 19 11–13 11–13a 11–14 12–14 12–15 12–15 13–16 13–16 13–17 14–17 14–18 20 10–13 11–13 11–13 11–14 11–14 12–15 12–15 13–16 13–16 13–17 14–17 21 10–12 10–13 10–13 11–13 11–14 11–14 12–14 12–14a 12–15 13–15 13–16 22 9–11 10–11 10–12 10–12 11–13 11–13 11–14 12–14 12–14 12–15 13–15 23 9–10 9–11 10–11 10–12 10–12 11–13 11–13 11–14 12–14 12–14 12–15 24 9–10 9–10 9–11 9–11 10–12 10–12 10–13 11–13 11–14 11–14 12–14 25 8–10 8–10 9–10 9–11 9–11 10–11a 10–12 10–12 11–13 11–13 11–14 26 8–9 8–9 8–10 9–10 9–11 9–11 10–11 10–12 10–12 11–13 11–13 27 7–8 8–9 8–9 8–10 9–10 9–11 9–11 9–11 10–12 10–12 10–13 28 7–8 7–8 8–9 8–9 8–10 8–10 9–10a 9–11 9–11 10–11a 10–12 29 7 7–8 7–8 7–8a 8–9 8–9 8–10 9–10 9–11 9–11 10–11 30 6–7 7 7–8 7–8 7–8 8–9 8–9 8–10 9–10 9–11 9–11 31 6–7 6–7 7 7–8 7–8 7–8 8–9 8–9 8–10 9–10 9–11 32 6 6–7 6–7 6–7 7–8 7–8 7–8 8–9 8–9 8–9a 8–10 33 5–6 6 6–7 6–7 6–7 7a 7–8 7–8 8–9 8–9 8–9 34 5–6 5–6 6 6–7 6–7 6–7 7 7–8 7–8 7–8a 8–9 35 5 5–6 5–6 5–6 6–7 6–7 6–7 7 7–8 7–8 7–8 36 4–5 5 5–6 5–6 5–6 6–7 6–7 6–7 6–7 708 7–8 37 4–5 4–5 5 5–6 5–6 5–6 6–7 6–7 6–7 6–7 7–8 38 4 4–5 4–5 5 5–6 5–6 5–6 6–7 6–7 6–7 6–7 39 4 4 4–5 4–5 5 5–6 5–6 5–6 6–7 6–7 6–7 40 3–4 4 4 4–5 4–5 5 5–6 5–6 5–6 6a 6–7 41 3–4 3–4 4 4 4–5 4–5 5 5–6 5–6 5–6 6 42 3 3–4 3–4 4 4 4–5 4–5 4–5 5–6 5–6 5–6 43 3 3 3a 3–4 4 4 4–5 4–5 4–5 5c 5–6 44 2–3 3 3 3 3–4 3–4 4 4–5 4–5 4–5 5 45 2 2–3 3 3 3 3–4 3–4 4 4–5 4–5 4–5 46 2 2 2–3 3 3 3 3–4 3–4 4 4–5 4–5 47 2 2 2 2–3 3 3 3 3–4 3–4 4 4–5 48 2 2 2 2 2–3 3 3 3 3–4 3–4 4 49 1 2 2 2 2 2f 3 3 3 3c 3–4 50 1 1 2 2 2 2 2 3 3 3 3 51 1 1 1 2 2 2 2 2 3 3 3 52 1 1 1 1 2 2 2 2 2 3 3 53 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2–3 54 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 55 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2 56 0 1 1 1 1 1 2 2 2 57 0 1 1 1 1 1 1h 2 58 0 1 1 1 1 1 1 59 0 1 1 1 1 1 60 0 1 1 1 1 61 0 1 1 1 62 0 1 1 63 0 1 64 0

Glava 3

Spekt¨r na liderite na s¨sedni klasove za kodove s povtarØwi se koordinati

Da oznaqim s L_i broØ na s¨sednite klasove, qiæto lider ima teglo i (za definiciØta na lider na s¨seden klas viß §1.3). Zadaqata za namirane razpredelenieto na {L_i} vse owe ne e rexena za nikoØ familiØ kodove [15]. Osven teoretiqno znaqenie, tazi zadaqa ima i praktiqesko priloßenie—ako znaem tova razpredelenie, moßem da opredelim veroØtnostta za dopuskane na grexka pri dekodirane po maksimalno pravdopodobie. Naistina, ako p e veroØtnostta za grexka po kanala (0 ≤ p ≤ 1/2), to [15] veroØtnostta za grexka pri dekodiraneto e

P = 1 − n∑ i=0 L_ip^i(1 − p)^{n−i}. (3.1) Zadaqata za spekt¨ra na liderite na s¨sedni klasove e tØsno sv¨rzana i s radiusa na pokritie R, zawoto R e maksimalnata stoænost na i, za koØto L_i ≠ 0. Radius¨t na pokritie na kodove s povtarØwi se koordinati e izsledvan ot Sloen [20] i Kilbi i Sloen [14].

V [17] sme razgledali spekt¨ra na liderite na s¨sedni klasove za samodop¨lnitelni [n, k] kodove pri k ≤ 3. Tuk dorazvivame izpolzvanite tam idei i poluqavame rezultati za dvoiqni lineæni kodove ot proizvolni razmernosti.

3.1 Proizvolni dvoiqni lineæni kodove

Neka C e [n, k] kod. Ako C ima poraßdawa matrica, v koØto vsiqki koloni sa razliqni, kazvame, qe C ima razliqni koordinati. Ottuk sledva n ≤ 2^k. OpisaniØt tuk metod e nasoqen k¨m kodove s povtarØwi se koordinati. Vseki tak¨v kod moße da b¨de poluqen ot kod C^∗ s razliqni koordinati, vzemaæki

n_i ≥ 0 kopiØ ot i-tata koordinata na C^∗ (n = ∑ n_i). Taka poluqeniØt kod C

we nariqame razduta versiØ na C^∗.

Vaßna rolØ igrae simpleksniØt [2^k − 1, k] kod S_k, koæto ima k × (2^k − 1) poraßdawa matrica, qiito koloni sa vsiqki nenulevi dvoiqni k-torki. Vseki kod C, nes¨d¨rßaw nuleva kolona, moße da se razgleßda kato razduta versiØ na S_k. Ako C s¨d¨rßa i nulevi koloni, to toæ e razduta versiØ na razxireniØ simpleksen kod Ŝ_k s poraßdawa matrica, s¨stoØwa se ot vsiqki v¨zmoßni dvoiqni koloni s d¨lßina k. We sqitame, qe kolonite v poraßdawite matrici na S_k i Ŝ_k sa podredeni v narastvaw red, taka naprimer poraßdawata matrica na Ŝ_3 e

G(Ŝ_3) =

0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 . (3.2) Neka [n, k] kod¨t C e poluqen qrez razduvane na Ŝ_k i n =

∑_2k_{−1} l=0 n_l, k¨deto n_l ≥ 0 e broØ kopiØ ot l-tata koordinata na Ŝ_k. Interesuvame se ot spekt¨ra

na liderite na s¨sedni klasove na C.

Lema 3.1 Vektor¨t x ∈ F^n_2 e lider na s¨seden klas za C togava i samo togava,

kogato za vsØko c ∈ C e izp¨lneno

2 wt(x ∗ c) ≤ wt(c). (3.3)

Dokazatelstvo Spored definiciØta, x e lider na s¨sedniØ klas x + C togava i samo togava, kogato wt(x + c) ≥ wt(x) ∀c ∈ C. No wt(x + c) = wt(x) + wt(c) − 2 wt(x ∗ c), sledovatelno wt(x) + wt(c) − 2 wt(x ∗ c) ≥

wt(x) i 2 wt(x ∗ c) ≤ wt(c).

Lema 3.2 Neka vektor¨t x e lider na s¨seden klas za C i ravenstvoto

2 wt(x ∗ c) = wt(c) (3.4)

se dostiga za N razliqni vektora c ∈ C. Togava s¨sedniØt klas x + C s¨d¨rßa toqno N vektora s teglo wt(x).

Dokazatelstvo Ot dokazatelstvoto na Lema 3.1 se vißda, qe ravenstvoto

2 wt(x ∗ c) = wt(c) se dostiga toqno togava, kogato wt(x + c) = wt(x). Tova dava

toqno N vektora s teglo wt(x).

Zabeleßka N ≥ 1, t¨æ kato ravenstvo (3.4) e izp¨lneno pri c = 0.

Neka x ∈ F^n_2 . Razgleßdame koordinatite na x na grupiqki s d¨lßini s¨otvetno n_0, n_1, . . . , n_2k_{−1}, t.e. x = (x_0, x_1, . . . , x_2k_{−1}), k¨deto x_l ∈ F^{nl}_2 za l = 0, 1, . . . ,

2^k − 1, i neka i_l = wt(x_l). Da oznaqim n̄ = (n_0, n_1, . . . , n_2k_{−1}), ī = (i_0, i_1, . . . , i_2k_{−1}) i i = i_0 + i_1 + · · · + i_2k_{−1}.

Lema 3.3 Vektor¨t x e lider na s¨seden klas za C togava i samo togava, kogato

ī udovletvorØva sistemata lineæni neravenstva

2Ŝ_k ī^T ≤ Ŝ_k n̄^T . (3.5)

Dokazatelstvo Sledva direktno ot Lema 3.1.

Zabeleßka T¨æ kato p¨rviØt st¨lb na S_k e nulev, tazi sistema s¨vpada s

2S_k (i_1, . . . , i_2k_{−1})^T ≤ S_k (n_1, . . . , n_2k_{−1})^T . (3.6)

Teorema 3.1

L_i = ∑ i=i_0+i_1+···+i_{2k}�_1 κ_{n̄,ī} 2^k−1∏

l=0 ( n_l i_l ) , (3.7)

k¨deto κ_{n̄,ī} = 0, ako ī ne udovletvorØva sistemata (3.5); 1 N , ako Ø udovletvorØva i N e broØ

dostignati ravenstva.

(3.8)

Dokazatelstvo Na vsØko ī s¨otvetstvat^{(n0}_{i0}^{)(n1}_{i1}^) · · ·^{(n2k�1}_{i2k�1}^) vektora x ∈ F^n_2 . Ako ī ne udovletvorØva sistemata (3.5), to spored Lema 3.3 s¨otvetstvawite vektori x ne sa lideri na s¨sedni klasove. Ako p¨k ī udovletvorØva sistemata i se dostigat N ravenstva, to spored Lema 3.2 v s¨sednite klasove, s¨d¨rßawi s¨otvetnite x, ima toqno po N vektora s teglo i. Sledovatelno broØt na tezi s¨sedni klasove e N p¨ti po-mal¨k ot broØ vektori, s¨otvetstvawi na ī.

3.2 Samodop¨lnitelni kodove

Vsiqko, izloßeno v §3.1, vaßi i za samodop¨lnitelni kodove. BroØt na razliqnite v¨zmoßni koloni obaqe ne e 2^k −1, a 2^{k−1} (Viß Lema 2.3). V¨preki qe pri presmØtaniØta moßem da izpolzvame rezultata ot Teorema 3.1, po-udobno e da Ø preformulirame za samodop¨lnitelni kodove.

Neka S^′_k e 2^{k−1} × 2^k matrica, qiito koloni sa 2^{k−1}-te v¨zmoßni razliqni koloni na k-meren samodop¨lnitelen kod (takava matrica e kod¨t na Rid- Maler ot p¨rvi red R(1, k − 1)). Nomerirame kolonite na tazi matrica ot 1 do 2^{k−1}. Neka C e [n = n_1 + · · · + n^{k−1}_2 , k] samodop¨lnitelen kod, koæto s¨d¨rßa

n_l kopiØ ot l-tata kolona na S^′_k, l = 1, 2, . . . , 2^{k−1}. Neka vektor¨t x ∈ F^n_2

e predstaven v¨v vida x = (x_1, . . . , x_2k�1 ), k¨deto x_l ∈ F^l_2, i neka i_l = wt(x_l),

i = i_1 + · · · + i_2k�1 . Oznaqavame n̄ = (n_1, . . . , n_2k�1 ), ī = (i_1, . . . , i_2k�1 ). Togava,

analogiqno na Lema 3.3 i Teorema 3.1, imame:

Lema 3.4 Vektor¨t x e lider na s¨seden klas za C togava i samo togava, kogato

ī udovletvorØva sistemata lineæni neravenstva

2S^′_k ī^T ≤ S^′_k n̄^T . (3.9)

Teorema 3.2

L_i = ∑ i=i_1+···+i_{2k}�_1 χ_{n̄,ī} 2^k�^1∏

l=1 ( n_l i_l ) , (3.10)

k¨deto χ_{n̄,ī} = 0, ako ī ne udovletvorØva sistemata (3.9); 1 N , ako Ø udovletvorØva i N e broØ dostignati ravenstva.

(3.11)

Primer Da razgledame [39, 4] kod¨t C:

C =

111111111111111111111111111111111111111 111111100000000011111001111111111000000 111111111111111100000001000000000000000 111111100000000000000111000000000111111 111111111111111111111110000000000000000 111111100000000011111000000000000111111 111111111111111100000000111111111111111 111111100000000000000110111111111000000 000000000000000000000000000000000000000 000000011111111100000110000000000111111 000000000000000011111110111111111111111 000000011111111111111000111111111000000 000000000000000000000001111111111111111 000000011111111100000111111111111000000 000000000000000011111111000000000000000 000000011111111111111001000000000111111

.

Toæ s¨d¨rßa 7 kopiØ ot p¨rvata v¨zmoßna kolona, 9 kopiØ ot vtorata, 5 ot tretata, 2 ot qetv¨rtata, 1 ot petata, 9 ot sedmata i 6 ot osmata. Ot Teorema 3.2 poluqavame: (priloßena e programata, izqislØvawa L_i).

L_0 = 1, L_7 = 378230, L_{13} = 45208408, L_1 = 21, L_8 = 1105276, L_{14} = 64970408, L_2 = 216, L_9 = 2894989, L_{15} = 70216344, L_3 = 1472, L_{10} = 6889128, L_{16} = 488376000, L_4 = 7579, L_{11} = 14549324, L_{17} = 176736000, L_5 = 31943, L_{12} = 27092986, L_{18} = 20160000. L_6 = 116352,

3.3 Ocenki za sloßnostta na presmØtane na {Li}

Izvestno e, qe zadaqata za presmØtane na radiusi na pokritie e NP -sloßna (v deæstvitelnost dori ∏_n 2 -p¨lna [18]). Kakto veqe spomenahme, radius¨t na pokritie e raven na maksimalnata stoænost na i, za koØto L_i ≠ 0, taka qe izqislØvaneto na razpredelenieto na {L_i} e pone tolkova trudno, kolkoto i presmØtaneto na radiusa na pokritie. Tuk davame ocenka na opisaniØ v §3.1 algorit¨m v sravnenie s¨s standartno izpolzvaniØ.

1. StandartniØt algorit¨m izpolzva definiciØta za lider na s¨seden klas. Pri nego trØbva da se s¨zdadat vsiqkite 2^{n−k} s¨sedni klasa, za vseki ot tØh da se nameri vektora s minimalno teglo (O(2^k) operacii), kato meßduvremenno se izpolzvat i po O(n) operacii za presmØtane na tegloto na vseki vektor. Obwo sloßnostta po vreme e O(n2^n). IziskvaniØta za pamet s¨wo sa golemi—neobhodim e masiv s 2^n elementa. Tova go pravi nepriloßim za golemi n, ne moße da se izpolzva dori za razgledaniØ primer.

2. Pri opisaniØ v §3.1 algorit¨m trØbva da proverim dali e izp¨lnena sistemata (3.6) za vsØko ot (1 + n_1)(1 + n_2) . . . (1 + n_2k_{−1})-te stoænosti na

i. Gorna granica za tozi broæ e ( 1 +^n_{2k−1}

)_2k_{−1}

. Za vsØka stoænost na i trØbva da proverim naæ-mnogo 2^k neravenstva (a na praktika mnogo pomalko), pri proverkata na edno neravenstvo sa neobhodimi O(2^k) opera-

cii. Obwo sloßnostta po vreme e O ( 2^{2k} ( 1 +^n_{2k−1}

)_2k_{−1})

. Algorit¨m¨t e

polinomialen po n i e mnogo po-dob¨r pri fiksirano k i golØmo n (t.e. pri kodove s povtarØwi se koordinati).

IziskvaniØta za pamet s¨wo sa mnogo po-malki—osnovnoto e masiv s

2^k × 2^k elementa za s¨hranØvane na matricata na sistemata.

BibliografiØ

[1] A. E. Brouwer and T. Verhoeff, “An updated table of minimum-distance bounds for binary linear codes,” IEEE Trans. Inform. Theory IT-39 (1993), 662–677.

[2] R. A.Brualdi, V. S. Pless, and R. M. Wilson, “ Short codes with a given covering radius,” IEEE Trans. Inform. Theory IT-35 (1989), 99–109.

[3] R. A. Brualdi and V. S. Pless, “On the length of codes with a given covering radius,” IMA Vol. Math. Appl. 20 (1990), 9–15.

[4] A. R. Calderbank and N. J. A. Sloane, “Inequalities for covering codes,” IEEE Trans. Inform. Theory IT-34 (1988), 1276–1280.

[5] G. D. Cohen, M. G. Karpovsky, H. F. Mattson, Jr., and J. R. Schatz, “Covering radius—survey and recent results,” IEEE Trans. Inform. Theory IT-31 (1985), 328–343.

[6] G. D. Cohen, A. C. Lobstein, and N. J. A. Sloane, “Further results on the covering radius of codes,” IEEE Trans. Inform. Theory IT-32 (1986), 680–694.

[7] S. M. Dodunekov, K. N. Manev, and V. D. Tonchev, “On the covering radius of binary [14, 6] codes containing the all-one vector,” IEEE Trans. Inform. Theory IT-34 (1988), 591–593.

[8] R. Dougherty and H. Janwa, “Covering radius computations for binary cyclic codes,” Math. Comp. 57 (1991), no. 195, 415–434.

[9] R. L. Graham and N. J. A. Sloane, “On the covering radius of codes,” IEEE Trans.

Inform. Theory IT-31 (1985), 385–401.

[10] I. S. Honkala, “Modified bounds for covering codes,” IEEE Trans. Inform. Theory IT-37 (1991), 351–365.

[11] X.-D. Hou, “New lower bounds for covering codes,” IEEE Trans. Inform. Theory IT-36 (1990), 895–899.

[12] X.-D. Hou, “An improved sphere covering bound for the codes with n = 3R + 2,” IEEE Trans. Inform. Theory IT-36 (1990), 1476–1478.

[13] H. Janwa and H. F. Mattson, Jr., “On the normality of binary linear codes,” IEEE Trans. Inform. Theory (to appear).

[14] K. E. Kilby and N. J. A. Sloane, “On the covering radius problem for codes: (i) bounds on normalized covering radius, (ii) codes of low dimension; normal and abnormal codes,” SIAM J. Algebraic Discrete Methods 8 (1987), 604–627.

[15] F. J. MacWilliams and N. J. A. Sloane, The theory of error-correcting codes, North- Holland, Amsterdam, 1977.

[16] K. N. Manev, “LINCOR—A system for linear codes researches,” in Mathematics and Education in Mathematics, Proc. 16th Spring Conf. of the Union of Bulgarian Mathematicians, Sunny Beach (1987), 500–503.

[17] K. N. Manev and N. B. Mateev, “On the weight distribution of the leaders of cosets for some linear binary codes,” Proc. Third Int. Workshop on Algebraic and Combinatorial Coding Theory, Voneshta Voda (1992), 126–129.

[18] A. McLoughlin, “The complexity of computing the covering radius of a code,” IEEE Trans. Inform. Theory IT-30 (1984), 800–804.

[19] J. Simonis, “The minimal covering radius t[15, 6] of a six-dimensional binary linear code of length 15 is equal to 4,” IEEE Trans. Inform. Theory IT-34 (1988), 1344– 1345.

[20] N. J. A. Sloane, “A new approach to the covering radius of codes,” J. Combin.

Theory Ser. A 42 (1986), 61–86.

[21] J. H. van Lint, “Recent results on covering problems,” Lect. Notes Comput. Sci.

357 (1989), 7–21.

[22] G. J. M. van Wee, “Improved sphere bounds on the covering radius of codes,” IEEE Trans. Inform. Theory IT-34 (1988), 237–245.

[23] G. J. M. van Wee, “More binary covering codes are normal,” IEEE Trans. Inform.

Theory IT-36 (1990), 1466–1470.

[24] Z. Zhang and C. Lo, “Lower bounds on t[n, k] from linear inequalities,” IEEE Trans.

Inform. Theory IT-38 (1992), 194–197.

[25] Z. Zhang and C. Lo, “Linear inequalities for covering codes. II. Triple covering inequqlities,” IEEE Trans. Inform. Theory IT-38 (1992), 1648–1662.

[26] S. H. Bu¸klieva, “Minimalen radius na pokritie na [16, 7] kodovete,”

Diplomna Rabota, Sofiæski Universitet (1988).