
Kapitel 5

Automatisierte Soft wareentwic klung

In den vorherigenKapiteln haben wir die Grundlagen f•ur die Implementierung einesuniversellenBasisinfe-
renzsystemsgescha�en, mit dem Schlu�folgerungen •uber alle Bereiche der Mathematik und Programmierung
formal gezogenund zum Gro�teil automatisiert werden k•onnen. Alle allgemeinenTechniken sind von ihrer
Konzeption her vorgestellt und im Hinblick auf ihre prinzipiellen M•oglichkeiten und Grenzen ausf•uhrlich
diskutiert worden.

Im Anfangskapitel hatten wir als Motivation f•ur die Entwicklung von formalenKalk •ulen, Inferenzsystemen
und Beweisstrategienbesondersdie rechnergest•utzte Softwareentwicklung hervorgehoben. Wir wollen nun auf
diesesZiel zur•uckkommenund uns mit der praktischen Anwendbarkeit von Inferenzsystemenals Unterst•utz-
tung bei der Entwicklung garantiert korrekter Software befassen.Wir wollen vor allem Techniken vorstellen,
mit denendas allgemeineBeweisentwicklungssystem zu einem leistungsf•ahigen semi-automatischen System
f•ur die Synthesevon Programmenaus formalen Spezi�kationen ausgebautwerdenkann.

Viele dieserTechnikensind in denletzten Jahrzehnten zun•achst unabh•angigvon formalenlogischenKalk •ulen
entstanden1 und ausgetestetworden. Wir werden sie daher zun•achst losgel•ost von einer typentheoretischen
Formalisierung { wohl aber angepa�t an die verwendete Notation { besprechen und erst im Anschlu� da-
ran diskutieren, auf welche Art die bekannten Synthesestrategienin den allgemeinenlogischen Formalismus
integriert2 werdenk•onnen,der die Korrektheit einer Synthesesicherstellenkann.

Programmsynthesegeht davon aus,da� die Beschreibung deszu l•osendenProblemsbereits als eineSpezi-
�k ation vorliegt, die in einer pr•azisenformalen Sprache formuliert ist. Bevor man sich alsomit den einzelnen
Techniken und Verfahrender Programmsynthesebesch•aftigen kann, mu� man wissen,auf welche Arten sich
eineFormalisierunginformal gegebenerBegri�e und Zusammenh•angerealisierenl•a�t. Die Formalisierungma-
thematischer Theorien, die wir in Abschnitt 5.1 exemplarisch besprechen werden,bildet die Grundlageeiner
pr•azisenBeschreibung von Programmierproblemenund ebensoaller Verfahren, die aus dieserBeschreibung
einenkorrektesProgrammgenerierensollen.W•ahrendsich Abschnitt 5.1auf die Formalisierungverschiedener
Anwendungsbereiche konzentriert, werdenwir in Abschnitt 5.2 die formalen Grundbegri�e vorstellen,die f•ur
eineeinheitliche Betrachtung verschiedensterProgrammsyntheseverfahren erforderlich sind.

Die folgendendrei Abschnitte sind dann den den verschiedenenMethoden zur Synthese von Program-
men aus formalen Spezi�kationen gewidmet. Abschnitt 5.3 betrachtet die Verfahren, die auf dem bereits

1Die Literatur zur Programmsyntheseist extrem umfangreich und esist nahezuunm•oglich, einen •Uberblick •uber alle Verfah-
ren zu behalten. Die wichtigsten dieser Verfahren sind in [Green,1969, Burstall & Darlington, 1977, Manna & Waldinger,1979,
Manna & Waldinger,1980, Bibel,1980, Gries,1981, Hogger,1981, Bibel & H•ornig, 1984, Dershowitz, 1985,
Bates & Constable,1985, Franova,1985, Smith, 1985b, Heisel,1989, Neugebaueret.al., 1989,
Smith & Lowry, 1990, Galmiche,1990, Frib ourg,1990, Bibel,1991, Franova & Kodrato�, 1991, Lowry, 1991, Smith, 1991a] bes-
chrieben worden. Die Unterschiede zwischen diesenVerfahren liegen vor allem in den konkreten Schwerpunkten, der E�zienz
ihrer Implementierung und der Art der notwendigenBenutzerinteraktion begr•undet.

2Die Integration von Synthesestrategienin einenallgemeinenlogischen Formalismus ist derzeit ein aktuellesForschungsgebiet.
Die hier pr•asentierten Wegebeschreiben die derzeit in Untersuchung be�ndlic hen M•oglichkeiten und sind keineswegsvollends
ausgereift. F•ur eine Vertiefung im Rahmen von Studien- und Diplomarbeiten ist diesesThema daher besondersgeeignet.
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IB, true , false Data type of booleanexpressions,explicit truth values
: , ^ , _ , ) , ( , , Booleanconnectives
8x 2 S.p, 9x 2 S.p Limited booleanquanti�ers (on �nite setsand sequences)
if p then a else b Conditional
Seq(� ) Data type of �nite sequencesover members of �
null?, 2 , v Decisionprocedures:emptiness,membership, pre�x
[], [a], [i..j], [a 1...a n ] Empty/ singleton sequence,subrange,literal sequenceformer
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[f(x)|x 2 L ^ p(x)], |L|, L[i] Generalsequenceformer, length of L, i -th element,
domain(L), range(L) The setsf 1..|L| g and f L[i]|i 2 domain(L)g
nodups(L) Decisionprocedure:all the L[i] are distinct (no duplicates)
Set( � ) Data type of �nite setsover members of �
empty?, 2 , � Decisionprocedures:emptiness,membership, subset
; , f ag, f i..j g, f a1...a ng Empty set, singletonset, integer subset,literal set former
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f f(x)|x 2 S^ p(x) g, |S| Generalset former, cardinality
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FAMILY,
T

FAMILY Union, intersectionof a family of sets

Abbildung 5.1: Erweitertes Vokabular

bekannten Prinzip \Beweiseals Programme" basieren.Abschnitt 5.4 bespricht dann Syntheseverfahren auf
der Basis•aquivalenzerhaltenderFormeltransformationen,wobei wir besondersauch auf dasLOPS-Verfahren
[Bibel,1980]eingehenwerden.Abschnitt 5.5schlie�lic h behandeltVerfahren,die auf einerInstantiierung sche-
matischer Algorithmen beruhen, und illustriert dieseam Beispiel dreier Algorithmenentwurfsstrategien,die
in dasKIDS SystemdesKestrel Instituts in Palo Alto [Smith, 1990,Smith, 1991a]{ auspraktischer Hinsicht
derzeit daserfolgreichste aller Systeme{ integriert sind. Die M•oglichkeiten einer nachtr •aglichen Optimierung
synthetisch erzeugterAlgorithmen besprechen wir dann in Abschnitt 5.6.

Die hier vorgestellten Techniken sind bisher nur wenig systematisiert und vereinheitlicht worden, da sie
gr•o�tenteils unabh•angigvoneinanderentstandensind. Der interessierteLeserist dahermeist auf ein intensives
Studium einer Vielfalt von Originalarbeiten angewiesen.Mit diesemKapitel soll versucht werden, die The-
matik in einer m•oglichst einheitlichen Weisedarzustellen.Wegender gro�en Bandbreite von Denkweisen,die
hinter den einzelnenVerfahrenstehen,k•onnenwir jedoch nicht allen Ans•atzen gleicherma�en gerecht werden
und sind sogargezwungen,manche von ihnen g•anzlich zu ignorieren.

Achtung: Dieser Teil desSkriptes ist bis auf weiteres noch in unvollst•andigem Zustand. Die Abschnitte 5.1, 5.2,
und 5.3 beschreiben nur das Notwendigste,was f•ur ein Verst•andnis der Hauptteile von Bedeutungist. Eine endg•ultige
Version wird etwasausf•uhrlicher auf die in der VorlesungangesprochenenDetails eingehen.

5.1 Veri�zierte Implemen tierung mathematisc her Theorien

Dieser Abschnitt befa�t sich vor allem mit den konservativenErweiterungen der Typentheorie, die f •ur eine Formalisie-
rung von Grundbegri�en der wichtigsten Anwendungsbereicheerforderlich sind, welchein der Programmierung immer
wieder vorkommen. Neben der Einf •uhrung von Vokabular (siehe Abbildung5.1) geht es hierbei vor allem darum, die
grundlegenstenGesetzedieser Begri�e als veri�zierte Lemmata der NuPRL-Bibliothek zu formalisieren.

Notwendigerweisemu� dabei •uber eine Systematikbeim Aufbau mathematischerTheorien gesprochen werden (vor
allem auch dar•uber, welcheLemmata fundamental sind und welchenicht) und •uber die technischen Hilfsmittel, wie
dieseSystematik in einem formalen Systemumgesetztwerden kann. Haupts•achlich geht es dabei um eine Unterstruk-
turierung des Wissens in Theorien und um die Anordnung von Lemmata in der Wissensbank { zum Beispiel durch
eine SystematischeVergabe von Lemma-Namenentsprechend der Theorie, dem Hauptoperator und dem Nebenopera-
tor, die in dem Lemma vorkommen. Diese Systematik,die im Detail derzeit noch erforscht wird, liegt der Anordnung
der in Anhang B zusammengestellten De�nitionen und Lemmata zugrunde.
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5.2 Grundk onzepte der Programmsyn these

In diesemAbschnitt werden vor allem die Grundbegri�e vorgestellt, die f•ur eine einheitliche Betrachtungverschiedens-
ter Programmsyntheseverfahren erforderlich sind. Hierzu werden zun•achst die einzelnenPhaseneiner systematischen
Programmentwicklungangesprochen, um zu verdeutlichen, welcheBegri�e unbedingt erforderlich sind.

Eine Pr•azisierung der Begri�e \formale Spezi�kation, Programm, Korr ektheit und Erf •ullbarkeit von Spezi�katio-
nen" als Grundlage jeglicher weiteren Verarbeitung im Syntheseproze� schlie�t sich an und wird an einem Beispiel
il lustriert. Anschlie�end wird ein kurzer •Uberblick •uber Synthesekonzepteund historisch relevanteVerfahren gegeben,
der es erleichtert, die sp•ateren Kapitel einzuordnen.

De�nition 5.2.1 (Sp ezi�k ationen, Programme und Korrektheit)

1. Eine (formale) Spezi�kation spec ist ein Tupel (D,R,I,O), wobei

� D ein Datentyp ist (der Eingabebereich oder Domain),

� R ein Datentyp (der Ausgabebereich oder Range),

� I ein Pr•adikat •uber D (die Input-Bedingungan zul•assigeEingaben) und

� O ein Pr•adikat •uber D� R die Output-Bedingungan erlaubteAusgaben)

2. Ein (formales) Programm p besteht aus einer Spezi�kation spec=(D,R,I,O) und einer berechenbaren
Funktion body:D6! R (dem Programmk•orper).

3. Ein Programm p=((D,R,I,O), body) hei�t korrekt, falls f•ur alle zul•assigeEingaben x 2 D mit I(x) die
BedingungO(x,body(x)) erf•ullt ist.

Da es sich in beiden F•allen um formale Konzepte handelt, m•ussenformale Sprachen zur Beschreibung
der Komponenten von Spezi�kationen und Programmenbenutzt werden.Man unterscheidet im allgemeinen
die Spezi�kationssprache, mit der Ein- und Ausgabebereich, sowie Ein- und Ausgabebedingung formuliert
werden von der Programmiersprache, in welcher der Programmk•orper beschrieben wird. Bei der Erstellung
automatisierter Programmsynthesesystemehat es sich jedoch als sinnvoll herausgestellt,in beiden F•allen
dieselbe Sprache zu verwenden oder, genauergesagt,die Programmiersprache als (berechenbaren) Teil der
Spezi�kationssprache3 anzusehen.

Da die Tupelschreibweise ((D,R,I,O), body) im allgemeinennur sehr schwer zu lesenist, verwenden wir
in konkreten F•allen meist eineNotation, die zus•atzlich einigeSchl•usselworter zur syntaktischen Auftrennung
zwischen den Komponenten und die Abstraktionsvariablen enth•alt. Da mengenwertige Funktionen bei der
Syntheseeinegro�e Rolle spielenwerden,geben wir auch hierf•ur einebesondereNotation an.

De�nition 5.2.2 (Syn taktisc h aufb ereitete formale Notationen)

1. Eine formale Spezi�kation spec= ( D, R, �x . I [x], �x; y. O[x; y]) 4 eines Programms f wird auch durch
die Notation

FUNCTIONf ( x: D): R WHEREI [x] RETURNSy SUCHTHATO[x; y]

beschrieben. Wenn I [x]= true ist, darf der WHERE-Teil auch entfallen.

2. Die Notation

FUNCTIONf ( x: D):Set( R) WHEREI [x] RETURNSf y | O[x; y] g

steht als Abk•urzung f•ur die Spezi�kation

FUNCTIONf ( x: D):Set( R) WHEREI [x] RETURNSS SUCHTHATS = f y: R | O[x; y] g
3Bei einer Integration in die Typentheorie ist diesautomatisch gew•ahrleistet. Die Spezi�k ationssprache geht nur in dem Sinne

•uber die Programmiersprache hinaus, da� hier auch unentscheidbare Pr•adikate (also Funktionen mit Bildb ereich IPi ) zugelassen
sind, wo die Programmiersprache boole'sche Funktionen erwartet. Dieser Unterschied wird allerdings nur selten ausgenutzt.

4Es sei daran erinnert, da� O[x; y] Platzhalter f•ur einen beliebigenAusdruck ist, in dem x und y frei vorkommend•urfen.
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3. Ein Programm p= ( ( D, R, , � x. I [x], �x; y. O[x; y]), letrec f ( x)=body[f ; x]) wird beschrieben durch
die Notation

FUNCTIONf ( x: D): R WHEREI [x] RETURNSy SUCHTHATO[x; y] = body[f ; x]

Damit ist das Ziel der Programmsyntheseklar. Es geht darum zu einer gegebenenformalen Spezi�kation
spec= (D.R,I,O) eineberechenbare Funktion body zu bestimmmen,so da� insgesamt dasProgramm

FUNCTIONf (x:D):R WHEREI(x) RETURNSy SUCHTHATO(x,y) = body(x)

korrekt ist. Da wir sp•ater zeigenwollen, wie man Programmsyntheseverfahren in den formalen Rahmender
Typentheorie integrieren k•onnen, m•ussenwir diesesZiel als Ziel eineskonstruktiven Beweisesausdr•ucken.
Dies ist nicht schwer, da \es ist body zu bestimmmen" mit einemNachweis der Existenz der Funktion body
gleichgesetztwerdenkann. Wir sagenin diesemFall, da� die Sezi�kation erf•ullbar (oder synthetisierbar ) ist.

De�nition 5.2.3 (Syn thetisierbark eit von Spezi�k ationen)

Eine formale Spezi�kation spec= (D.R,I,O) hei�t erf•ullbar (synthetisierbar), wenn es eine Funktion
body:D6! R gibt, die dasProgramm p= ( spec,body) korrekt werden l•a�t.

Wir wollen dasVorgehenbei der formalen Spezi�kation einesProblemsan einemBeispiel illustrieren.

Beispiel 5.2.4 (Costas-Arra ys: Problemstellung)

In [Costas,1984]wurdeerstmalseineKlassevon Permutationen beschrieben,die f•ur die Erzeugungleicht
wiederzuerkennenderRadar- und Sonarsignalebesondersgut geeignetsind. Seitdemsind eineReiheder
kombinatorischen Eigenschaften diesersogenannten Costas-Arrays untersucht worden, aber eine allge-
meine Konstruktionsmethode konnte noch nicht angegeben werden. Das Problem der Aufz•ahlung von
Costas-Arraysmu� daherdurch Suchalgorithmengel•ost werden.Ein e�zien tes(d.h. nicht-exponentielles)
Verfahrenkonnte erstmals4 Jahre nach der Beschreibung der Costas-Arrays in [Silverman et.al., 1988]
gegeben werden.DasProblem ist mithin schwierig genug, um sich alsTestbeispielf•ur Syntheseverfahren
zu eignen.Andererseitserlaubt die mathematische Beschreibungeinerelativ einfacheFormalisierungdes
Problems.

Ein CostasArray der Ordnungn ist einePermutation p von f 1..ng in derenDi�erenzentafel keineZeile
doppelt vorkommendeElemente besitzt. Dabei ergibt sich die erste Zeile der Di�erenzentafel aus den
Di�erenzen benachbarter Elemente, die zweite aus den Di�erenzen der Elemente mit Abstand 2 usw.
Ein CostasArray der Ordnung 6 und seineDi�erenzentafel ist unten als Beispiel gegeben.

2 4 1 6 5 3 p

-2 3 -5 1 2 Zeile 1

1 -2 -4 3 Zeile 2

-4 -1 -2 Zeile 3

-3 1 Zeile 4

-1 Zeile 5

Zeile 6

Das Costas Arrays Problem ist die Frage nach einem e�zien ten Algorithmus, der bei Eingabe einer
nat•urlichen Zahl n alle CostasArrays der Ordnung n bestimmt.

Um diesesZiel formal zu spezi�zieren, m•ussenwir zun•achst alle Begi�e formalisieren,die in der Pro-
blemstellunggenannt sind, aber noch nicht zum erweiterten Standardvokabular. Anschlie�end solltendie
wichtigsten GesetzedieserKonzepteals Lemmata formuliert werden,um f•ur die Verwendungw•ahrend
einerSynthesebereitzustehen(siem•usstenansonstenw•ahrend der Synthesehergeleitetwerden).Parallel
dazu kann die Problemstellungdurch eineformale Spezi�kation beschrieben werden.
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{ Die KonzeptePermutation und Di�er enzentafelgeh•oren bisher nicht zum formalisierten Vokabu-
lar. Eine Liste L ist Permutation einer MengeS, wenn siealle Elemente von S enth•alt, aber keine
doppelten Vorkommen.Die Di�erenzentafel einerListe L schreiben wir zeilenweiseauf und verwen-
den hierzu die Bezeichnung dtrow( L, j ) (di�erence table of L, row j ). Eine solche Zeile besteht
ausder Di�erenz der Elemente von L mit Abstand j .

perm( L, S) � nodups(L) ^ range( L)=S
dtrow( L, j ) � [ L [i]- L[i+ j ] | i 2 [1..| L |- j ] ]

{ Die wichtigsten mathematischen Gesetzeder Permutationen ergeben sich nach Au�alten der De�-
nition ausden Gesetzenvon nodupsund range und brauchen nicht mehr aufgef•uhrt zu werden.

F•ur dtrow stellen wir { wie immer { vor allem distributiv e Eigenschaften bez•uglich Kombination
mit anderenStandardoperationenauf endlichen Folgenauf und erhalten die folgendenLemmata.

8L,L':Seq( ZZ). 8i: ZZ. 8j: IN.
1. dtrow([],j) = []
2. j � |L| ) dtrow(i.L,j) = (i-L[j]).dtrow(L,j)
3. j 6= 0 ) dtrow([i],j) = []
4. Lv L' ) dtrow(L,j) v dtrow(L',j)
5. j � |L| ) dtrow(L,j) = []
6. j � |L| ) dtrow(L �i,j) = dtrow(L,j) �(L[ |L|+1-j ]-i)

{ Damit sind alle Begri�e gekl•art und wir k•onnendie formaleSpezi�kation aufstellen:dasProgramm
soll bei Eingabe von n 2 ZZ alle Permutationen p 2 Seq(ZZ) von f 1.. ng berechnen, deren Di�eren-
zentafeln in keiner Zeile j doppelte Elemente haben. Dies macht nur dann Sinn, wenn n� 1 ist.

Da Zeilenin der Di�erenzentafel von p per De�nition endliche Folgensind, k•onnenwir die Funktion
nodupsverwenden.Zudemreicht es,Zeilenindizeszwischen1 und n bzw.ausdomain(p) zu betrach-
ten, da bei gr•o�eren Indizes dtrow( p, j ) =[] ist. Das erlaubt die Verwendung des beschr•ankten
All-Quantors und wir erhalten als Ausgabebedingung

perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j) )

Damit haben wir alle Komponenten der Problemspezi�kation bestimmt, setzendiesein das Bes-
chreibungsschema f•ur mengenwertige Programmspezi�kationen ausDe�nition 5.2.2ein und erhal-
ten die folgendeformale Spezi�kation desCostasArrays Problems.

FUNCTIONCostas (n: ZZ):Seq( ZZ) WHEREn� 1
RETURNSf p: | perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j)) g

5.3 Programmen twic klung durc h Bew eisf•uhrung

Die grunds•atzliche Denkweisedes Prinzips \Beweise als Programme" ist eines der fundamentalen Konzepte der in-
tuitionistischen Typentheorie. Wir hatten in Abschnitt 3.4 bereits ausf•uhrlich dar•uber gesprochen.

In diesemAbschnitt soll der Zusammenhangzu deneben eingef•uhrten Konzeptender formalen Spezi�kation gezogen
werden, um eine Vergleichbarkeit zu anderen Syntheseparadigmen zu erreichen. Konkrete Synthesestrategien auf der
Basis desPrinzips \Beweise als Programme" haben •ublicherweiseeinen Induktionsbeweiserals Kernbestandteil. Wir
werden dies nur kurz am Beispiel des Oyster/Clam Systems il lustrieren und dann im wesentlichen auf Liter atur
verweisen,da eine ausf•uhrliche Behandlung von Induktionsbeweisernein Vorlesungsthemaf•ur sich ist.

Zum Schlu� sprechen wir •uber einige Problemeeiner \r einen" Synthesevon Programmen durch Beweisf•uhrung,
wobei vor allem das niedrige Niveau der Inferenzschritte und die Schwierigkeiten bei der Konstruktion allgemein-
rekursiver Programme zur Sprachekommen.
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5.4 Programmen twic klung durc h Transformationen

W•ahrenddasParadigma\Beweiseals Programme" sich im wesentlichen an der Fragenach einer veri�zierten
Korrektheit von Programmenorientierte, ist eineSteigerungder E�zienz von Programmender urspr•ungliche
Hintergrund von transformationsbasiertenVerfahren.Dies liegt im wesentlichen daran, da� esf•ur viele Pro-
blemstellungendurchaus sehr leicht ist, eine korrekte prototypische L•osung zu erstellen, die sich aufgrund
ihrer abstrakten Beschreibungsformauch sehr leicht veri�zieren und modi�zieren l•a�t. DieseEleganzerkauft
man sich jedoch oft mit einer relativ gro�en Ine�zienz.

Aus diesemGrunde hat man sich schon sehr fr •uh mit der Frage befa�t, wie man Programme systema-
tisch in e�zien tere Programmemit gleichem extensionalenVerhalten transformieren5 kann [Darlington, 1975,
Burstall & Darlington, 1977, Clark & Sickel,1977]. Die FortsetzungdieserIdeeauf die Synthesevon Program-
men aus formalen Spezi�kationen [Manna & Waldinger,1975, Darlington, 1975, Manna & Waldinger,1979]
basiert vor allem auf dem Gedanken, da� eineSpezi�kation eigentlich auch als ein sehr ine�zien tes { genauer
gesagt,nicht ausf•uhrbares{ Programmbetrachtet werdenkann, dasnun dahingehendverbessertwerdenmu�,
da� alle nichtausf•uhrbaren Bestandteiledurch e�zien tere ersetzt werden m•ussen,also durch Ausdr•ucke, die
von einemComputer berechnet werdenkonnten.

Seit dem Aufkommen des Programmierensin der Sprache der Pr•adikatenlogik { also der Denkweiseder
Programmiersprache Prolog{ lassensich Programmtransformationen mehr oder wenigermit Transformatio-
nen logischer Formeln identi�zieren 6 und sind somit f•ur logische Inferenzsysteme,Rewrite-Techniken und
Theorembeweiser-basierteVerfahrenhandhabbargeworden. Viele Verfahrenhaben aus diesemGrunde auch
einelogische Programmierprache als Zielsprache und habe sich zur Aufgabe gesetzt,die Problemspezi�kation
in einedenHornklauselnverwandte Formelumzuwandeln,die dann direkt in ein Prolog-Programm •ubertragen
werden kann. Im Gegensatzzur Konstruktion von Programmendurch Beweisel•a�t sich das Ziel einer Syn-
thesejedoch nicht sodeutlich �xieren. Es wird vielmehr durch die internen Vorgaben der Strategiende�niert,
welche die Anwendungvon Transformationenals Vorw•artsinferenzensteuern.

Aufgrund der Dominanz logik-basierter Verfahrenbei der Synthesedurch Transformationenund zuguns-
ten einer besserenVergleichbarkeit mit den anderenSyntheseparadigmenwollen im folgendeneine logische
Beschreibungsformf•ur transformationsbasierteVerfahrenverwenden.Alle andersartigenAns•atze lassensich
ohneProblemein dieseForm •ubersetzen.

5.4.1 Synthese durc h Transformation logischer Formeln

Aus logischer Sicht besteht eine Synthese durch Transformationen im wesentlichen daraus, da� die Ausga-
bebedingung einer Spezi�kation als ein neuesPr•adikat aufgefa�t wird, dessenEigenschaften nun mit Hilfe
von (bedingten) •Aquivalenztransformationender Ausgabebedingunghergeleitet werden sollen, bis dieseEi-
genschaften konkret genug sind, um einerekursive Beschreibung desneuenPr•adikatesanzugeben, in der nur
noch \auswertbare" Teilformeln auftreten. Interpretiert man das neuePr•adikat nun als den Kopf einesLo-
gikprogrammssokann die rekursive Beschreibung als der entsprechendeProgrammk•orper angesehenwerden,
der nun im Sinneder Logik-Programmierungauswertbar ist.

5Programmtransformationssysteme mit dem Ziel der Optimierung von Programmen [Burstall & Darlington, 1977,
Broy & Pepper,1981, Partsch & R., 1983, Krieg-Br •uckner et.al., 1986, Bauer & others,1988, Krieg-Br •uckner,1989] sind mittler-
weile ein eigenesForschungsgebietgeworden, auf dem sehr viel wertvolle Arb eit geleistet wurde. Manche von ihnen verstehen
sich durchausauch als Programmentwicklungssysteme,die den Weg von ine�zien ten zu e�zien ten Spezi�k ationen von Algorith-
men unterst•utzen. Auch wenn esaus praktischer Sicht durchaus legitim ist, direkt mit einer protot ypische L•osunganstelle einer
formalen deskriptiven Spezi�k ation zu beginnen, �ndet eine Syntheseim eigentlichen Sinne hierbei jedoch nicht statt.

6Nichtsdestotrotz variieren die individuellen Formalismen sehr stark, da viele Ans•atze auch auf der Basis einer funktio-
nalen Sichtweise entwickelt wurden. Die wichtigsten Verfahren sind beschrieben in [Manna & Waldinger,1975, Hogger,1978,
Manna & Waldinger,1979, Barstow, 1979, Bibel,1980, Hogger,1981, Kant & Barstow, 1981, Dershowitz, 1985, Balzer,1985,
Sato & Tamaki, 1989, Lau & Prestwich, 1990].
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Die Vorgehensweisebei der Syntheseeinesdurch D, R, I und O spezi�erten Algorithmus ist alsodie folgende.

1. Zun•achst wird ein neuesPr•adikat F •uber D� R de�niert durch die Formel

8x: D. 8y: R. I [x] ) F(x,y) , O[x; y]7

DieseFormel hat die •a•u�ere Gestalt einer bedingten •Aquivalenz und wird f•ur sp•atere Inferenzender
WissensbankdesSystems(tempor•ar) hinzugef•ugt.

2. Unter Verwendungaller aus der Wissensbankbekannten •Aquivalenzen{ einschlie�lic h der soeben de�-
nierten { wird die obigeFormel nun so langetransformiert, bis eineFormel der Gestalt

8x: D. 8y: R. I [x] ) F(x,y) , O� [F; x; y]

erreicht wurde, wobei O� nur aus erf•ullbaren Pr•adikaten und rekursiven Vorkommen von F bestehen
darf. Zugunsteneiner besseren•Ubersichtlichkeit darf O� hierbei auch in mehrereTeilproblemezerlegt
worden sein, die durch separate,neu eingef•uhrte Pr•adikate beschrieben werden. Am Ende des Trans-
formationsprozessesm•ussenf•ur derenDe�nitionsformeln allerdingsdie gleichen Bedingungengelten, so
da� dieseZerlegungwirklich rein \k osmetischer" Natur ist.

WelcheRegelnangewandt werdenm•ussen,um diesesZiel zuerreichen,ist zun•achst nicht weiter festgelegt.8

Dies ist ehereineFrageder konkreten Synthesestrategie,welche die anzuwendendenRegelnnach einer
internen Heuristik ausw•ahlt.

3. Zur ErzeugungeinesProgramms aus der erreichten Zielformel gibt es nun zwei M•oglichkeiten. Man
kann die Formel mehr oder weniger direktals Logik-Programm interpretieren und mu� in diesemFalle
nur die Syntax entsprechend anpassen.Es besteht aber auch die M•oglichkeit, durch Anwendung von
Programmformationsregeln, die logischeKonnektive in Programmstrukturen •ubersetzen,imperativeoder
funktionale Programmezu erzeugen.

Bei dieserArt der Synthesespielensogenannte •aquivalenzerhaltendeTransformationeneinezentrale Rolle.
Diesebasierenim wesentlichen auf bedingten •Aquivalenzenund Gleichheiten der Gestalt

8z:T. P[z] ) Q[z] , Q0[z] bzw. 8z:T. P[z] ) t[z] = t0[z],

die von nahezuallen Lemmata desAnhang B eingehaltenwird. Dabei werdendiese•Aquivalenzenund Gleich-
heiten im allgemeinenalsgerichtete Rewrite-Regeln behandelt,die meist von links nach rechts gelesenwerden.
Sieersetzenin einer Formel jedesVorkommeneiner Teilformel Q[z] durch Q0[z] (bzw. einesTermst[z] durch
t0[z], sofern im Kontext dieser Teilformel die Bedingung P[z] nachgewiesen9 werden kann. Dabei bestehen
die •Aquivalenzenund Gleichheiten, auf die das Inferenzsystemzugreifenkann, aus den vorgefertigtenLem-
mata der Wissensbank,den De�nitionen neu erzeugterPr•adikate, elementaren logischenTautologien und
Abstraktionen, sowie ausdynamisch erzeugtenKombinationen dieser •Aquivalenzen.

Da die Leistungsf•ahigkeit von Syntheseverfahren mittels •Aquivalenztransformationenwesentlich von den
eingesetztenStrategienabh•angt, richtet sich diederzeitigeForschungvor allemauf e�zien te Rewrite-Techniken
und Heuristiken, sowie auf den Entwurf leistungsf•ahiger Transformationsregeln.Die Algorithmenschemata,
die wir in Abschnitt 5.5 ausf•uhrlich behandelnwerden,k•onnenals einesehrausgereifteForm einer Transfor-
mationsregelauf hohemAbstraktionsniveau angesehenwerden.

7Die Verwendung der Notation O[x; y] soll verdeutlichen, da� essich bei O um eine komplexereFormel mit freien Variablen
x und y handelt, w•ahrend F tats•achlich f•ur einen Pr•adikatsnamensteht.

8Auf den ersten Blick erscheint dies sehr ziellos. Bei der Suche nach Beweiseneiner Aussageist man jedoch im Prinzip in
derselben Lage, denn essteht auch nicht fest, welche Regelnzum Beweis n•otig sind. Ausschlie�lic h das Ziel { esmu� ein Beweis
f•ur die gegebeneAussagesein{ steht fest. Ein wichtiger Unterschied ist aber, da� die Anzahl der anwendbarenRegelnbei Beweis-
verfahren erheblich kleiner und ein zielorientiertes Top-Down Suchverfahren m•oglich ist { solangeman nicht in gr•o�erem Ma�e
auf Lemmata angewiesenist. In diesemFall steht man vor derselben Problematik wie bei der Synthesedurch Transformationen.

9Auf diesebedingten •Aquivalenzenund Gleichheiten werdenwir im Rahmenkontextabh•angigerSimpli�k ationen in Abschnitt
5.6.1 noch einmal zur•uckkommen. Im Prinzip w•urde es reichen, anstelle von •Aquivalenzenauch umgekehrte Implik ationen zu
verwenden, wodurch sich dann eine Verfeinerung des Programms ergibt. Hierbei verliert man jedoch zwangsl•au�g m•ogliche
L•osungen,was nicht immer gew•unscht sein mag.
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Wir wollen an einem Beispiel illustrieren, wie man mit Hilfe von •aquivalenerhaltendenTransformationen
Programmeaus formalen Spezi�kationen erzeugenkann. Auf die Strategie, mit deren Hilfe wir die anwend-
baren •Aquivalenzen �nden, wollen wir dabei vorerst nicht eingehen,sondern nur demonstrieren,da� das
Paradigma\Synthesedurch Transformationen" zumindestaus theoretischer Sicht vollst•andig ist.

Beispiel 5.4.1 (Maximale Segmentsumme)

In Beispiel 3.4.6 auf Seite 147 hatten wir das Problem der Berechnung der maximalen Summe m =
� q

i= pL[i] von Teilsegmenten einer nichtleeren Folge L ganzer Zahlen formalisiert und mit Hilfe des
Prinzips \Beweise als Programme" gel•ost. Dabei hatten wir uns auf eine ausf•uhrliche Analyse des
Problems gest•utzt, die wir in Beispiel 1.1.1 auf Seite 2 aufgestellt hatten. Wir wollen nun zeigen,da�
sich diesesProblem durch Verwendungvon •Aquivalenztransformationenauf •ahnliche Weisel•osenl•a�t.

Wir beginnenmit der De�nition einesneuenPr•adikats maxseg, daswir •uber eine •Aquivalenzeinf•uhren.

8L:Seq( ZZ). 8m:ZZ. L6= [] ) maxseg(L,m) , m=MAX(
[

f f � q
i= pL[i] |p 2 f 1..q gg| q 2 f 1..|L| gg)

Gem•a� unsererAnalyse in Beispiel 1.1.1 beginnenwir damit, da� wir das Problem generalisierenund
simultan zur Berechnung der maximalen Segmentsumme immer auch die maximale Summea von An-
fangssegmenten berechnen. Wir f•uhren hierzu ein Hilfspr•adikat maxaux mit drei Variablen L, mund a
ein, und st•utzen maxseghierauf ab: mist die maximaleSegmentsumme von L, wenn man ein a angeben
kann, so da� maxaux(L,m,a) gilt.

8L:Seq( ZZ). 8m:ZZ. L6= [] ) maxseg(L,m) , 9a: ZZ. maxaux(L,m,a)

8L:Seq( ZZ). 8m,a: ZZ. L6= [] ) maxaux(L,m,a) ,
m=MAX(

[
f f � q

i= pL[i] |p 2 f 1..q gg| q 2 f 1..|L| gg) ^ a=MAX(f � q
i=1 L[i] |q 2 f 1..|L| gg)

Unter der Voraussetzung,da� maxaux f•ur jedeWahl von L erf•ullbar ist, ist diestats•achlich eine •Aquiva-
lenzumformung. In denfolgendenSchritten betrachten wir nur noch dasPr•adikat maxaux. Wir beginnen
mit einer Fallanalyse•uber die Gestalt von L und verwendenhierzu dasLemma

8L:Seq( ZZ). L6= [] ) L=[first(L)] _ rest(L) 6= []

Da die Vorbedingung diesesLemmaserf•ullt ist, k•onnen wir auf der rechten Seite der •Aquivalenz die
Disjunktion L=[first(L)] _ rest(L) 6= [] erg•anzenund die disjunktive Normalform bilden.

8L:Seq( ZZ). 8m,a: ZZ. L6= [] ) maxaux(L,m,a) ,
L=[first(L)] ^ m=MAX(

[
f f � q

i= pL[i] |p 2 f 1..q gg| q 2 f 1..|L| gg)
^ a =MAX(f � q

i=1 L[i] |q 2 f 1..|L| gg)

_ rest(L) 6= [] ^ m=MAX(
[

f f � q
i= pL[i] |p 2 f 1..q gg| q 2 f 1..|L| gg)

^ a =MAX(f � q
i=1 L[i] |q 2 f 1..|L| gg)

Nun verwendenwir (aufbereitete) Lemmata •uber die Kombination von maximaler Segment- bzw. An-
fangssummeund einelementigen Listen und Listen mit nichtleerem Rest.

{ Die maximale Segmentsumme einer Liste [i] ist i .

8L:Seq( ZZ). 8i,m: ZZ. L=[i] ) m=MAX(
[

f f � q
i= pL[i] |p 2 f 1..q gg| q 2 f 1..|L| gg) , m=i

{ Die maximale Anfangssummeeiner Liste [i] ist i .
8L:Seq( ZZ). 8i,a: ZZ. L=[i] ) a =MAX(f � q

i=1 L[i] |q 2 f 1..|L| gg) , a=i

{ Die maximale Segmentsumme einer Liste L=i.L' , wobei L' nichtleer ist, ist das Maximum der
maximalen Segmentsumme von L' und der maximalen Anfangssummevon L.

8L:Seq( ZZ). 8i,a: ZZ. rest(L) 6= [] ) m=MAX(
[

f f � q
i= pL[i] |p 2 f 1..q gg| q 2 f 1..|L| gg)

, 9a: ZZ. a =MAX(f � q
i=1 L[i] |q 2 f 1..|L| gg)

^ 9m': ZZ. m' =MAX(
[

f f � q
i= prest(L)[i] |p 2 f 1..q gg| q 2 f 1..|rest(L)| gg)

^ m=max(m',a)

{ Die maximale Anfangssummeeiner Liste L=i.L' , wobei L' nichtleer ist, ist das Maximum von i
und der Summevon i und der maximalen Anfangssummevon L'
8L:Seq( ZZ). 8i,a: ZZ. rest(L) 6= [] ) a=MAX(f � q

i=1 L[i] |q 2 f 1..|L| gg)
, 9a': ZZ. a' =MAX(f � q

i=1 rest(L)[i] |q 2 f 1..|rest(L)| gg) ^ a=max(first(L), a'+first(L))
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Wendenwir dieseLemmata nacheinanderals Transformationenauf die obigeFormel an (wobei wir im
dritten Schritt kein neuesa mehr einf•uhren m•ussen),so ergibt sich

8L:Seq( ZZ). 8m,a: ZZ. L6= [] ) maxaux(L,m,a) ,
L=[first(L)] ^ m=first(L) ^ a=first(L)

_ rest(L) 6= [] ^ 9m': ZZ. m' =MAX(
[

f f � q
i= prest(L)[i] |p 2 f 1..q gg| q 2 f 1..|rest(L)| gg)

^ 9a': ZZ. a' =MAX(f � q
i=1 rest(L)[i] |q 2 f 1..|rest(L)| gg)

^ a=max(first(L), a'+first(L))
^ m=max(m',a)

Den erstenFall k•onnenwir aufgrund der Gleichung m=first(L) zu L=[m] ^ m=first(L) ^ a=mve-
reinfachen. Aufgrund desLemmasL=[m] ) m=first(L) kann dasmittlere Konjunkt dann entfallen.
Im zweiten Fall erlaubt uns der Kontext rest(L) 6= [] , die De�nition von maxaux f•ur rest(L) wieder
zur•uckzufalten. Wir erhalten insgesamt

8L:Seq( ZZ). 8m:ZZ. L6= [] ) maxseg(L,m) , 9a: ZZ. maxaux(L,m,a)

8L:Seq( ZZ). 8m,a: ZZ. L6= [] ) maxaux(L,m,a) ,
L=[m] ^ a =m

_ rest(L) 6= [] ^ 9m',a': ZZ. maxaux(rest(L),m',a')
^ a=max(first(L), a'+first(L)) ^ m=max(m',a)

DiesesFormelpaar kann nun ohne gro�en Aufwand schritt weise in ein logisches Programm •uberf•uhrt
werden.Hierzu lassenwir alle Quantoren entfallen, da in logischenProgrammenalle Variablender linken
Seiteall-quanti�ziert und alle zus•atzlichen Variablen der rechten Seiteexistentiell quanti�ziert sind. Die
Vorbedingungenk•onnenim Programmcode ebenfalls entfallen. Dies f•uhrt zu der vereinfachten Form

maxseg(L,m) , maxaux(L,m,a)

maxaux(L,m,a) ,
L=[m] ^ a =m

_ rest(L) 6= [] ^ maxaux(rest(L),m',a') ^ a=max(first(L), a'+first(L)) ^ m=max(m',a)

Nun zerlegenwir die Disjunktion in zwei separateBedingungsklauseln,was wiederum der Semantik
von logischen Programmenentspricht. In der letzten Klausel kann dann die Bedingung rest(L) 6= []
entfallen, da sieder Nichtanwendbarkeit der zweiten Klauselfolgt. Da Prolog-Programme{ •ahnlich zum
ML-Abstraktionsmechanismus{ Listen automatisch strukturell zerlegenk•onnenschreiben wir i.L' ans-
telle von L, um uns die Notationen first und rest zu ersparen.Dies liefert

maxseg(L,m) , maxaux(L,m,a)

maxaux(L,m,a) ( L=[m] ^ a=m
maxaux(i.L',m,a) ( maxaux(L',m',a') ^ a=max(i, a'+i) ^ m=max(m',a)

Die Semantik logischer Programme erlaubt nun, in der zweiten Klausel die Gleichungen in den Pro-
grammkopf zu verlagern.Da Funktionen in logischen Programmennicht erlaubt sind, ersetzenwir die
Funktion maxdurch dasentsprechendepr•adikative Programm MAX, dessendritte Komponente die Aus-
gabe der Berechnung desMaximums zweier Zahlen ist. Nun ersetzenwir noch ^ durch ein Komma und
, und ( durch :- und wir haben ein Prolog-Programm zur Berechnung der maximalen Segment-
summeeiner nichtleeren FolgeganzerZahlen erzeugt.

maxseg(L,m) :- maxaux(L,l,m).
maxaux([m],m,m).
maxaux(a.L',l,m):- maxaux(L,m',l'), max(a,l'+a,l), max(l,m',m).

In diesemBeispiel ist noch sehr vielesvon Hand geschehenund auch die Auswahl der Lemmata war sehr
speziell.Auch w•areohneeinevorherigeAnalysedasProblemnicht zu l•osengewesen,da man sonstsehrwahllos
nach anwendbarenLemmata gesucht h•atte. DieseM•oglichkeit steht einer maschinell gesteuertenSynthese,
in der alle Schritte durch eine Strategie bestimmt werden m•ussen,ebensowenig zur Verf•ugung wie die auf
das Problem zugeschnittenen Lemmata. Eine Strategie mu� daher nach wesentlich allgemeinerenKriterien
vorgehenund eine Methodik verfolgen,die in manchen F•allen zwar etwas umst•andlich sein mag, aber (fast)
immer zum Erfolg f•uhrt.
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Mit einerkonkretenSynthesestrategieauf der Basis•aquivalenzerhaltenderTransformationenwerdenwir uns
im n•achsten Abschnitt befassen.Zuvor wollen wir im Rest diesesAbschnitts jedoch noch den abschlie�enden
Schritt einer Synthese,alsoder Erzeugungkonkreter Programmediskutieren. In Beispiel5.4.1hatten wir zur
Illustration ein logischesProgramm generiert.Wir wollen die hierbei eingesetztenProgrammformationsregeln
kurz zusammenstellen.

Strategie 5.4.2 (Formation logischer Programme)
Eine Mengebedingter •Aquivalenzender Gestalt

8x: D. 8y: R. I [x] ) F(x,y) , O� [F;Fi ; x; y]

8x1: D1. 8y1: R1. I 1[x1] ) F1(x 1,y 1) , O�
1[F;Fi ; x1; y1]

...
8xn: Dn . 8yn: Rn . I n [xn ] ) Fn(x n,y n) , O�

n [F;Fi ; xn ; yn ]

wobei auf der linken Seitenur atomare Formeln stehen,wird durch sukzessiveAnwendungder folgendenRegeln
in ein logischesProgramm umgewandelt.

� Die •au�eren Allquantoren entfallen.
(Alle Variablen im Programmkopf sind implizit allquanti�ziert.)

� Existenzquantoren auf der rechten Seite der •Aquivalenzentfallen.
(Alle neuenVariablen im Programmk•orper sind implizit existenzquanti�ziert.)

� Alle Vorbedingungenentfallen
(Vorbedingungenwerden vom Programm nicht •uberpr•uft)

� •Aquivalenzenmit einer unerf•ullbaren rechten Seite entfallen
(Der Programmaufruf w•urde keine L•osung�nden k•onnen)

� Disjunktionen auf der rechten Seite werden zerlegt in zwei sequentielle •Aquivalenzenmit der gleichen10

linken Seite. Hierzu wird die rechte Seitezun•achstauf disjunktive Normalform gebracht.
(Zwei Klauseln mit demselben Programmkopf gelten als Alternativ en zur L •osungdesProblemsund werdender
Reihe nach abgearbeitet.)

� Funktionesaufrufeder Gestalt y=g(x) werdendurch die entsprechenden(bereits bekannten)pr•adikativen
Programmaufrufeder Gestalt G(x,y) ersetzt.
(Logische Programme kennennur pr•adikative Programme)

� Zerlegungenvon Standarddatentypen wie first(L)/rest(L) werden durch Strukturmuster wie x.L'
anstelle von L im Programmkopfersetzt.
(Eine strukturelle Zerlegungdurch Pattern-Matching geschieht automatisch)

� GleichheitenzwischenVariablen der rechten Seite k•onnen durch entsprechendeSubstitutionender Va-
riablen auf der linken Seiteder •Aquivalenzersetztwerden.
(Durch Pattern-Matching wird der Ausgabevariablen der Wert der entsprechendenEingabe zugewiesen.)

F•ur logische Programmesind die Formationsregelnverh•altnism•a�ig einfach, da im wesentlichen nur noch
syntaktischeAnpassungenan die Konventionen logischer Programmiersprachenvorgenommenwerdenm•ussen.
F•ur die ErzeugungandersartigerProgrammesind die Programmformationsregelnein wenig komplizierter, da
nun logische Konnektive in Programmstrukturen •ubersetzt werdenk•onnen.Zugunsteneiner Vergleichbarkeit
der Paradigmengeben wir dieseRegelnnun auch f•ur die funktionale Programmierungan.

10Der Sonderfall, da� die rechte Seite nur aus Disjunktionen einiger F i besteht, kann optimiert werden. Da nun mehrere
Klauseln nur aus dem Aufruf eines Fi bestehen, k•onnen all diese Fi umbenannt werden in dasselbe Pr•adikat. Die dadurch
entstehendenredundanten Klauseln k•onnen entfernt werden.
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Dabei gehenwir wie bei der Formation logischer Programmedavon aus,da� alle vorkommendenatomaren
Formeln bereits als erf•ullbar bekannt oder rekursive Varianten einer der linken Seitensind. Die Formations-
regeln m•ussenalso nur angeben, wie man aus bekannten Teill•osungeneine Gesamtl •osung zusammensetzt,
welche die zusammengesetzteSpezi�kation erf•ullt. Hierzu geben wir f•ur jedeslogische Konnektiv eineeigene
Regelan, wobei { ebenfalls wie bei logischen Programmen{ Implikationen und Negationennicht individuell
verarbeitet werdenk•onnen.Wir erwarten alsoam Ende der TransformationeneinegewisseNormalform.

Die einfachste Formationsregelgibt es f•ur die Konjunktion . Wenn O einzelnerf•ullbar ist, und die Ausga-
bebedingungO[x; y] ^ P( x, y) erf•ullt werden soll, so kann man P als eine Art Filter f•ur die L•osungenvon
O betrachten, die man zuvor berechnet hat. Dies bedeutet, da� f•ur alle Eingaben, deren L•osung auch die
Bedingung P erf•ullt, einfach dieseL•osung •ubernommenwird. Eine Konjunktion in der Ausgabebedingung
entspricht alsoeiner Restriktion der Mengeder legalenEingaben.

Lemma 5.4.3 (Formationsregel f •ur die Konjunktion)

Es sei spec= ( D, R, I , O) eine beliebigeSpezi�kation, P: D� R ! IB ein Pr•adikat. Die Funktion
body: D6! R erf•ulle die Spezi�kation FUNCTIONF(x: D): R WHEREI [x] RETURNSy SUCHTHATO[x; y].
Dann wird die Spezi�kation

FUNCTIONF(x: D): R WHEREI [x] RETURNSy SUCHTHATO[x; y] ^ P( x, y)

von der Funktion body erf•ullt, falls f•ur alle x 2 D mit I [x] die EigenschaftP( x, body( x)) gilt.

DieseRegelhat nat•urlich nur einensehrengenAnwendungsbereich, da sienicht darauf eingeht, ob f•ur die
kombinierte AusgabebedingungeineandereL•osungsfunktionbessergeeignetw•are. Eine angemessenereRegel
kann man eigentlich nur f•ur mengenwertige Programmeangeben, da nur bei diesenProgrammenausgedr•uckt
werdenkann, da� die Mengeder L•osungeneingeschr•ankt wird zu f y | y 2 body( x) ^ P( x, y) g.

Eine Disjunktion hatte bei logischen Programmenzu zwei alternativen Programmde�nitionsteilen gef•uhrt,
die gem•a� der Sematik logischer Programmeder Reihenach verarbeitet werden:die zweite Alternativ e wird
nur dann aufgerufen,wenn die erste nicht zum Erfolg f•uhrt. Dies bedeutet, da� die zweite Alternatie genau
dann aufgerufenwird, wenn die (nicht explizit vorhandene)Eingabebedingungder ersten nicht mehr erf•ullt
ist. In einer funktionalen Denkweiseentspricht dieseiner Fallunterscheidung: die L•osungsfunktiondesersten
Disjunkts wird aufgerufen,wenn ihre Vorbedingungerf•ullt ist und ansonstendie L•osungsfunktionder zweiten.

Lemma 5.4.4 (Formationsregel f •ur die Disjunktion)

Es seienspec= ( D, R, I , O) und spec'= ( D, R, I 0, O0) beliebigeSpezi�kationen, die von den Funktionen
body: D6! R bzw.body' : D6! R erf•ullt werden. Dann wird die Spezi�kation

FUNCTIONF(x: D): R WHEREI [x] _ I 0[x] RETURNSy SUCHTHATO[x; y] _ O0[x; y]

erf•ullt von der Funktion � x. if I [x] then body(x) else body' (x) .

Der Existenzquantorf•uhrte bei logischen Programmendazu, da� f•ur die neueVariable ein Wert bestimmt
werdenmu�te, der dann zur Bestimmung der L•osungweiter verarbeitet wurde. Hierbei gibt eszwei Lesarten.

� Im ersten Fall l•a�t sich die Ausgabebedingung zerlegenin ein e Teilbedingung O, bei der die neue
Variable eine Ausgabe beschreibt, und eine TeilbedingungO0, bei der sie als Eingabe verwendet wird.
Der Existenzquantor dient dann der Beschreibung einer kaskadischenBerechnung.

� Im anderenFall ist die neue Variable nur eine zus•atzliche Ausgabevariable einesanderenPr•adikates
O, das nicht weiter untergliedert werden kann. Bei diesem Pr•adikat handelt es sich dann um eine
Generalisierung desProblemsund der Existenzquantor deutet an, da� nur eine der Ausgabevariablen
von Interesseist.
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Lemma 5.4.5 (Formationsregeln f•ur den Existenzquan tor)

1. Es seienspec= ( D, R, I , O) und spec'= ( D� R, R0, I 0, O0) beliebigeSpezi�kationen, die von den Funk-
tionen body: D6! R bzw.body' : D � R 6! R0 erf•ullt werden. Dann wird die Spezi�kation

FUNCTIONF(x: D): R0 WHEREI [x] RETURNSz SUCHTHAT9y: R. O[x; y] ^ O0( x, y, z)

erf•ullt � x. body' (x, body(x)) , falls f•ur alle x 2 D mit I [x] die EigenschaftI 0( x, body( x)) gilt.

2. Es sei spec= ( D, R0� R, I , O) eine beliebigeSpezi�kationen, die von der Funktionen body: D6! R0� R
erf•ullt werde. Dann wird die Spezi�kation

FUNCTIONF(x: D): R WHEREI [x] RETURNSz SUCHTHAT9y: R0. O[x; y; z]

von der Funktion � x. body(x).1 erf•ullt

Eine weitere Formationsregelergibt sich aus der Tatsache, da� Transformationenmeist auf eine rekursive
Beschreibung des Programmsabzielen.W•ahrend diesebei Logikprogrammenohne weitere •Anderung •uber-
nommenwerdenkann (das Pr•adikat `ist' dasProgramm), mu� in einer funktionalen Denkweiseein rekursives
Programm erzeugtwerden.Hierbei gilt die rekursive Beschreibung der Ausgabebedingungals Voraussetzung
f•ur die Formationsregel,taucht aber in der Spezi�kation nicht sodirekt auf wie in den bisherigenRegeln.F•ur
die totale Korrektheit desgeneriertenProgrammsmu� zudemsichergestelltsein,da� die Rekursionauch ter-
miniert , da� also die Eingabe nicht beliebig reduziert werdenkann. Die folgendeFormationsregelbeschreibt
die einfachste Versionder Erzeugungrekursiver Programme:die Ausgabebedingungl•a�t sich zerlegenin eine
rekursive Variante und eine Reihe von Bedingungen,in denen die rekursiv berechnete Teill•osung zu einer
Gesamtl •osungzusammengesetztwird.

Satz 5.4.6 (Formationsregel f •ur rekursiv zerlegbare Pr •adik ate)

Es seispec= ( D, R0� R, I , O) einebeliebigeSpezi�kationen, f d:D6! Dwohlfundierte`Reduktionsfunktion', 11

OC : D � D � R� R ! IB und body: D� D� R 6! R. Gilt f•ur alle x,x r 2 D, y,y r 2 R mit I [x]
1. I [x] ) I [f d(x) =x]
2. I [x] ) O[x;y] , 9yr :R. O[f d(x) ;yr ] ^ OC (x,f d(x),y r ,y)
3. I [x] ) OC (x,x r ,y r , body(x,x r ,y r ))

so wird die Spezi�kation

FUNCTIONF(x: D): R WHEREI [x] RETURNSz SUCHTHATO[x; y]

erf•ullt von der Funktion letrec f(x) = body(x, f d(x), f(f d(x)) )

DieseRegelentspricht der Formationsregelf•ur Divide & ConquerAlgorithmen, die wir in Abschnitt 5.5.4
ausf•uhrlicher besprechen werden. Nat•urlich ist sie eine drastische Vereinfachung, da im Allgemeinfall das
Ergebnisder Transformationenauch mehrererekursive Varianten der Ausgabebedingungauf der rechten Seite
enthalten kann. Die entsprechendeallgemeineRegel ist nur wenig anders,bedarf aber einiger zus•atzlicher12

Formalia. Anhand einer Analyse der inneren Struktur rekursiver Funktionen macht man sich relativ schnell
klar, da� dieseRegelvollst•andig ist, da� sich also jede berechenbare Funktion schreiben l•a�t als

letrec f(x) = let x1,..,x n = f d(x) in body(x, x1,..,x n, f(x 1),..., f(x n))

und somit einer rekursiven Zerlegungder Ausgabebedingungin der obengenannten Art entspricht.

Theorem5.4.6beschreibt die wesentliche h•au�gere ^ -Reduktion einesProblems,bei der die Spezi�kation in
eineKonjunktion von Bedingungenzerlegtwird und zur Berechnung einereinzelnenL•osungalle Teill•osungen
n•otig sind. M•oglich ist aber auch einesogenannte _ -Reduktion, bei der die verschiedenenL•osungender Teil-
problemejeweils direkt zu einer L•osungdesGesamtproblems beitragen. In einer rein funktionalen Denkweise

11Eine Reduktionsfunktion f d:D6! D hei�t wohlfundiert, wenn eskeine unendlichen absteigendenKetten der Form x, f d(x),
f d(f d(x)), f d(f d(f d(x))), ... gibt.

12Die Reduktionsfunktion f d m•usstesobeschrieben werden,da� siedie Eingabex in eineMengereduzierter Eingaben abbildet.
Anstelle von O m•usste auf der rechten Seite eine Menge von Bedingungenstehen, deren Ein- und Ausgaben entsprechend von
OC weiterverwendet werden. Eine entsprechendeNotation zur Kennzeichnung dieserMengen m•u�te erst eingef•uhrt werden.
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kann diesnur durch die Verwendungmengenwertiger Funktionen (im Sinnevon De�nition 5.2.2.2)exakt wie-
dergegeben werden,da andernfallsdie entstehendeFallunterscheidung wieder einer ^ -Reduktion entspricht.
•Uberhaupt mu� festgestellt werden, da� Synthese durch Transformation mehr auf die Beschreibung aller
L•osungeneiner Ausgabebedingung abzielt und somit logische Programme oder mengenwertige Funktionen
als Zielsprache ad•aquater erscheinen als Funktionen, die nur eine L•osungberechnen. Der hierzu notwendige
Formalismus ist bisherallerdingsnoch nicht aufgestelltwordenund bleibt ein Ziel f•ur zuk•unftige Forschungen.

Wir wollen die allgemeineDiskussionvon Synthesedurch Transformationenmit dem Beispiel einer Pro-
grammformation unter Verwendungder obigenRegelnabschlie�en.

Beispiel 5.4.7 (Maximale Segmentsumme: Programmformation)

In Beispiel 5.4.1 hatten wir das Problem der maximalen Segmentsumme durch Transformationen in
folgenderekursive Beschreibung umgewandelt.

8L:Seq( ZZ). 8m:ZZ. L6= [] ) maxseg(L,m) , 9a: ZZ. maxaux(L,m,a)

8L:Seq( ZZ). 8m,a: ZZ. L6= [] ) maxaux(L,m,a) ,
L=[first(L)] ^ m=first(L) ^ a=first(L)

_ rest(L) 6= [] ^ 9m',a': ZZ. maxaux(rest(L),m',a')
^ a=max(first(L), a'+first(L)) ^ m=max(m',a)

maxaux ist eineGeneralisierungvon maxsegim Sinnevon Lemma5.4.5.2und besitzt selbsteinerekursive
Beschreibung. Um Theorem5.4.6anzuwenden,m•ussenwir nur noch die dort vorkommendenParameter
mit den aktuellen Komponenten in Beziehung setzen.

x entspricht L, y entspricht dem Paar m,a, f d(x) entspricht Lr =rest(L) , yr entspricht m',a' und
OC (L,L r ,m',a',m,a') ist die Bedingung

L=[first(L)] ^ m=first(L) ^ a =first(L)
_ Lr 6= [] ^ a=max(first(L),a'+first( L)) ^ m=max(m',a)

f d ist o�ensichtlich wohlfundiert und eineL•osungf•ur OC ist die Funktion
� L,L r ,m',a'. if Lr =[] then (first(L),first(L))

else let a=max(first(L), a'+first(L)) in (max(m',a), a)

Insgesamt ergibt sich somit folgendefunktionale L•osungdesProblemsder maximalen Segmentsumme
FUNCTIONMaxseg(L:Seq(ZZ)): ZZ WHEREL6= [] RETURNSm

SUCHTHATm=MAX(
[

f f � q
i= pL[i] |p 2 f 1..q gg| q 2 f 1..|L| gg)

= snd( Maxaux(L) )

FUNCTIONMaxaux(L:Seq( ZZ)): ZZ� ZZ WHEREL6= [] RETURNSm,l
SUCHTHATm=MAX(

[
f f � q

i= pL[i] |p 2 f 1..q gg| q 2 f 1..|L| gg) ^ a=MAX(f � q
i=1 L[i] |q 2 f 1..|L| gg)

= if rest(L)=[] then (first(L),first(L))
else let (m',l') = Maxaux(rest(L)) in

let a=max(first(L), a'+first(L)) in
(max(m',a), a)

5.4.2 Die LOPS Strategie

LOPS { eineAbk•urzung f•ur logische Programmsynthese{ ist ein transformationsbasiertesSyntheseverfahren,
welches auf einer Reihe von Strategien basiert, die erstmalig in [Bibel,1978, Bibel et.al., 1978, Bibel,1980,
Bibel & H•ornig,1984]beschrieben wurden. Den Mittelpunkt diesesVerfahrensbilden zwei Strategiennamens
GUESS-DOMAIN und GET-REC. GUESS-DOMAIN versucht einen Teil der Spezi�kation zu bestimmen,
mit dessenHilfe man das Problem so in kleinereTeilproblemezerlegenkann, da� sich die Gesamtl •osungaus
L•osungender Teilproblemeergibt. Auf der Basis dieserZerlegungversucht GET-REC dann eine rekursive
L•osung des Problems zu erzeugen.Diese beiden Strategien werden unterst•utzt durch eine Reihe weiterer
Strategienzur Vor- und Nachverarbeitung sowie zur Vereinfachung von Teilproblemen.Aus dem Resultat der
Transformationenwird in einem abschlie�enden Schritt ein Programm erzeugt,wobei man im wesentlichen
der im vorigen Abschnitt beschriebenenMethode folgt.
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Im Gegensatzzu den meisten Ans•atzen ist die LOPS Strategie ein typischer Vertreter einesVerfahrens
ausder k•unstlichen Intel ligenz. Es basiert im wesentlichen auf syntaktischenSuchverfahren, die { zugunsten
einerBegrenzungdesSuchraumes{ durch semantische Informationen und Heuristiken gesteuertwerden.Dies
wird vor allem durch die Vorstellung motiviert, da� ein Mensch bei der Programmierung •ahnliche F•ahig-
keiten einsetzt wie bei der L•osung anderer Probleme und da� somit allgemeine Techniken, die auf Raten
von L•osungenund Reduktionenauf gekl•osteProblemebasieren,Anwendung�nden. Wir wollen im folgenden
die LOPS-Strategieanhand eineseinfachen Leitbeispielsentwickeln und zum Schlu� in geschlossenerWeise
zusammenstellen.

Beispiel 5.4.8 (Maxim um-Problem)

Das Maximum-Problem besteht darin, einenAlgorithmus zu generieren,der auseiner gegebenennicht-
leerenMengeSdasmaximaleElement mbestimmt. Wie immer beginnt eineSynthesemit der De�nition
einesneuenPr•adikats max, daswir •uber eine •Aquivalenzeinf•uhren.

8S:Set( ZZ). 8m:ZZ. S6= ; ) max(S,m) , (m2 S ^ 8x 2 S. x� m)

S wird als Input-Variable und mals Output-Variable gekennzeichnet. Die Ausgabebedingung ist nicht
auswertbar und bedarf daher einer Transformation.

5.4.2.1 GUESS-DOMAIN

Als ein typischer KI-Ansatz beginnt eineLOPS-Synthesemit dem Versuch, Informationen •uber die Ausgabe-
werte zu raten. Ein solchesRaten kann erfolgreich sein,wasbedeutet,da� man entwederdie gesamte L•osung
oder zumindest einen Teil davon geraten hat, oder fehlschlagen, was uns erlaubt, die geratenenWerte aus
der Mengeder zu betrachtenden M•oglichkeiten zu streichen. In jedem Falle bedeutet das Raten aber einen
Informationsgewinnf•ur die weiteren Syntheseschritte.

Beispiel 5.4.9

F•ur die L•osungdesMaximum-Problemsk•onnenwir versuchen,die gesamte L•osungzu raten. Wir f•uhren
hierzu eineneue\Guess"-Variable g ein und dr•ucken die Tatsache, da� wir entwedererfolgreich geraten
haben oder nicht, durch die Tautologieg=m_ g6= maus.

Nat•urlich m•ussendie M•oglichkeiten f•ur die Auswahl von g auf irgendeineWeiselimitiert werden,die mit
der urspr•unglichen Problemstellungzu tun hat, da ansonstenausalgorithmischer Sicht nichts gewonnen
wird. Wir begrenzendaher das Raten auf Werte g 2 S und nehmendiese\Domain"-Bedingung f•ur g
zus•atzlich in die Formel mit auf. Insgesamt wird das Maximum-Problem durch den Rateschritt in die
folgendeFormel transformiert.

8S:Set( ZZ). 8m:ZZ. S6= ; ) max(S,m) , 9g: ZZ. g 2 S ^ m2 S ^ 8x 2 S.x � m ^ (g=m _ g6= m)

Nun trennen wir die beiden F•alle auf, indem wir die Disjunktion g=m_ g6= m •uber die urspr•ungliche
Ausgabebedingungdistributieren.

8S:Set( ZZ). 8m:ZZ. S6= ; )
max(S,m) , 9g: ZZ. g 2 S ^ (m2 S ^ 8x 2 S.x � m^ g=m) _ (m2 S ^ 8x 2 S.x � m^ g6= m)

Damit ist klar, wie das Problem gel•ost werden mu�: wir m•ussenzun•achst einenWert g 2 S bestimmen
und dann die beiden F•alle einzeln l•osen, wobei wir g nun als Eingabewert betrachten d•urfen. Um
dies deutlicher zu machen, f•uhren wir zwei neue Pr•adikate max1und max2ein, welche den Erfolgs-
bzw. Mi�erfolgsfall kennzeichnen und zerlegenwir dasProblem in drei Teilprobleme.

8S:Set( ZZ). 8m:ZZ. S6= ; ) max(S,m) , 9g: ZZ. g 2 S ^ (max1(S,g,m) _ max2(S,g,m))
8S:Set( ZZ). 8g,m: ZZ. S6= ; ^ g 2 S ) max1(S,g,m) , m2 S ^ 8x 2 S. x� m ^ g=m
8S:Set( ZZ). 8g,m: ZZ. S6= ; ^ g 2 S ) max2(S,g,m) , m2 S ^ 8x 2 S. x� m ^ g6= m

Die L•osungdeserstenProblemssteht fest, sobalddie beidenanderengel•ost sind, da esleicht ist, einen
Wert g 2 S zu berechnen. Das zweite Problem ist trivial zu l•osen,da hier die Ausgabe midentisch mit
der Eingabe g sein soll. Uns bleibt also noch die L•osungdesMi�erfolgsfalls, wobei uns nun erheblich
mehr Informationen zur Verf•ugung stehenals zu Beginn der Synthese.
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Aus syntaktischer Sicht ist Raten also dasselbe wie die Einf•uhrung einer neuenGuess-Variablen g. Dieses
Raten mu� einerseitsmit demurspr•unglichen Problem in Beziehung gesetztwerden,damit man die geratenen
Werte auch verwendenkann, und andererseitsauf irgendeineWeiselimitiert werden,damit esalgorithmisch
einigerma�en e�zien t durchgef•uhrt werdenkann.

F•ur daserstemu� maneinem•oglicheRelation13 t zwischenderGuess-Variableng und derAusgabevariablen
y �xieren, die nach dem Raten entweder erf•ullt ist oder nicht. Im einfachsten Fall ist dies, wie in Beispiel
5.4.9illustriert, die Gleichheit. Wenn die Ausgaben jedoch strukturierte Objekte wie Listen, Mengen,B•aume
etc. sind, kann man kaum davon ausgehen,die gesamte Ausgabe in einem Schritt zu raten. Daher mu� es
auch m•oglich sein, nur einen Teil der Ausgabe zu raten, den man z.B. in einem Schritt auf dem Bildschirm
darstellen k•onnte, und die Relation t entsprechend als g 2 S, g=first(S) , etc. zu w•ahlen. Da hierf•ur nur
wenigesinnvolle M•oglichkeiten bestehen,die im wesentlichen nur von der Struktur der Ausgaben abh•angt,
emp�ehlt essich, die Informationen •uber zul•assigeGuess-Schematain einer Wissensbankabzulegen.

De�nition 5.4.10 (Guess-Schema)

Ein Guess-Schemaist ein 4-Tupel ( R, G, t, displayable) , wobei R und G Datentypensind, t: R� G ! IB,
displayable: R! IB und die Eigenschaft 8y: R. displayable(y) , 9g: G. t(g,y) erf•ullt ist.

Ein Guess-Schemaenth•alt alsoalle wichtigen Standardinformationen•uber m•ogliche Arten, Informationen
•uber einenAusgabewert zu beschreiben. W•ahrend einer Synthesewird ein solchesSchemapassendzu einem
vorgegebenen Ausgabetyp R ausgew•ahlt und dann instantiiert. Die Komponente displayableist eine feste
Zusatzinformation, die ben•otigt wird um festzustellen,ob GUESS•uberhaupt anwendbar ist oder ob zun•achst
ein Vorverarbeitungsschritt (sieheAbschnitt 5.4.2.3) durchgef•uhrt werden mu�, weil manche Ausgabewerte
keine darstellbaren Anteile besitzen,die man raten k•onnte. Sie k•onnte im Prinzip aus t hergeleitet werden.
Es ist aber e�zien ter, sie im Schemamit abzuspeichern.

W•ahrend die Beziehung zwischen Guess-Variable g und Ausgabevariable y also aus der Wissensbankge-
nommen wird, mu� die Begrenzungdes Ratens durch eine Domain-Condition an g heuristisch bestimmt
werden.Eine Heuristik DOMAIN mu� hierzu eine BedingungDC bestimmen,die eserlaubt, die geratenen
Werte e�zien t zu bestimmenund die M•oglichkeit falscher Rateschritte klein zu halten, ohnedabei aber dars-
tellbare Anteile m•oglicher L•osungenaus der Betrachtung zu eliminieren. Pr•azisiert man dieseBedingungen,
so ergeben sich folgendeAnforderungenan die Heuristik DOMAIN.

1. Raten mu� berechenbar sein,d.h. esmu� gelten

FUNCTIONFD C( x: D): G WHEREI [x] RETURNSy SUCHTHATDC( x, y) ist erf•ullbar

Dies beschr•ankt die heuristische Suche auf die Auswahl von Pr•adikaten, die als erf•ullbar bekannt sind.

2. Alle darstellbarenAnteile m•oglicher L•osungenm•ussendurch Raten erreichbar sein,d.h. esmu� gelten

8x: D. 8g: G. I [x] ) ( 9y: R. O[x;y] ^ t(g,y)) ) DC(x,g) 14

Dies bedeutet, da� sich DC(x,g) normalerweise als eine Vereinfachung der Formel O[x;y] ^ t(g,y)
ergibt, wozu normalerweise (limitierte) Vorw•artsinferenzeneingesetztwerden: man versucht aus der
Formel O[x;y] ^ t(g,y) alle Eigenschaften von x und g zu bestimmen,die sich durch Anwendung we-
niger Lemmata beweisenlassen.Im einfachen Fall (t(g,y) ist g=y) w•ahlt man •ublicherweiseeineechte
Teilmengeder Konjunkte ausO(x,g) .

3. Die Mengeder zu ratendenWerte f g: G | DC(x,g) g sollte klein sein.

Hierdurch wird insbesondereauch dieMengederMi�erfolge beimRaten,alsof g: G | DC(x,g) ^ : t(g,y) g
f•ur jede L•osungy klein gehalten.

4. Raten sollte e�zien t sein,d.h. essollte eineschnelle L•osungexistierenf•ur dasProblem

FUNCTIONFD C( x: D): G WHEREI [x] RETURNSy SUCHTHATDC( x, y)
13Der Name t deutet an, da� dieseRelation in tautologischer Weisezur Formel hinzugef•ugt wird.
14In diesemFall gilt f g: G | 9y: R. O[x;y] ^ t(g,y) g � f g: G | DC(x,g) g
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Die letzten beidenKriterien dienenvor allem der Entscheidungshilfe,wenn mehrereM•oglichkeiten f•ur die
Auswahl der Domain-BedingungDC existieren. Sie geben Kriterien f•ur einen Vergleich der o�enstehenden
M•oglichkeiten an und verlangenAbsch•atzungen,die sich auf semantische Information st•utzen. Da derartige
Informationen derzeit nur sehrunvollst•andig von einemautomatischen Systembestimmt werdenk•onnen, ist
in dieserPhasevon DOMAIN ein Benutzereingri� sinnvoll.

F•ur die erfolgreicheDurchf•uhrung einesRateschrittes sind insgesamt alsodie Wahl einesGuess-Schemasder
Wissensbankund die heuristische, zum Teil benutzerunterst•utzte Auswahl der Domain-Bedingungerforder-
lich. Die eigentliche Guess-Transformation auf der BasisdieserInformationen verl•auft dann ganzschematisch
ab: es wird die Domain-Bedingungund die Tautologie zu der Ausgabebedingung erg•anzt, die Disjunktion
•uber die Ausgabebedingungdistributiert und schlie�lic h das ganzein drei Teilproblemezerlegt. All dies l•a�t
sich wie folgt in einemSchritt zusammenfassen.

De�nition 5.4.11 (GUESS-T ransformation)
Es sei spec= ( D, R, I , O) eine beliebigeSpezi�kation, GS = ( R, G, t, displayable) ein Guess-Schema
und DC: D� G ! IB. Dann ist die durch GS und DC bestimmte GUESS-Transformation de�niert als
Transformation der Spezi�kationsformel

8x: D. 8y: R. I [x] ) F(x,y) , O[x;y]

in die Formelmenge
8x: D. 8y: R. I [x] ) F(x,y) , 9g: G. DC(x,g) ^ (F 1(x,g,y) _ F2(x,g,y))
8x: D. 8g: G. 8y: R. I [x] ^ DC(x,g) ) F1(x,g,y) , O[x;y] ^ t(g,y)
8x: D. 8g: G. 8y: R. I [x] ^ DC(x,g) ) F2(x,g,y) , O[x;y] ^ : t(g,y)

Es l•a�t sich verh•altnism•a�ig einfach nachweisen,da� dieseTransformationtats•achlich •aquivalenzerhaltendist.

5.4.2.2 GET-REC

Nach der Anwendungvon GUESS-DOMAIN sind nur noch die beidenneu de�nierten Teilproblemezu unter-
suchen. Von diesenist normalerweiseeinesentweder trivial erf•ullbar wie imm Falle desMaximum-Problems
oder relativ schnell als unl•osbar nachzuweisen. Eine •Uberpr•ufung dieser beiden M•oglichkeiten wird daher
unmittelbar im Anschlu� an GUESS-DOMAIN durchgef•uhrt. F•ur die verbleibendenungel•ostenTeilprobleme
wird nun versucht, Rekursioneinzuf•uhren.

Beispiel 5.4.12
Nach der GUESS-Phaseist nur noch daszweite Teilproblem max2desMaximum-Problemsungel•ost.

8S:Set( ZZ). 8g,m: ZZ. S6= ; ^ g 2 S ) max2(S,g,m) , m2 S ^ 8x 2 S. x� m ^ g6= m

Wir versuchen nun, die rechte Seite der •Aquivalenz in eine rekursive Variante der Ausgangsformel
m2 S ^ 8x 2 S.x� mumzuschreiben. Dazu ben•otigen wir nat•urlich Informationen dar•uber, welche Arten
von Rekursion auf einer endlichen Menge S im Zusammenhangmit einem Element g 2 S •uberhaupt
m•oglich sind, um eine terminierenderekursive Beschreibung desProblemszu erlauben.

Ein einfache sallgemeinesSchema zur Reduktion endlicher Mengenmit Hilfe einesElementes besteht
darin, diesesElement ausder Mengehinauszunehmen.Ein solcher Schritt kannnur endlich oft wiederholt
werden,bis die Mengeleer ist, was bedeutet, da� eineRekursionwohlfundiert ist.

Wir versuchen daher, Lemmata zu �nden, mit denenwir die Formel m2 S ^ 8x 2 S. x� m ^ g6= m im
Kontext aller Vorbedingungenin eineFormel der Gestalt m2 S-g ^ 8x 2 S-g. x� m ^ ...

transformieren k•onnen.Zuvor m•ussenwir jedoch auch die EingabebedingungS6= ; mit Hilfe von Lem-
mata zerlegenin die Form S-g6= ; _ ... . Damit k•onnenwir die Eingabewerte bestimmen,die f•ur eine
rekursive Verarbeitung zul•assigsind, w•ahrend wir die anderendirekt behandelnm•ussen.

Wir suchen also in der Wissensbankgezielt nach Lemmata •uber Mengendi�erenz und leere Menge
(B.1.10.7,negiert), Elementrelation (B.1.9.5) und beschr•ankten Allquantor (B.1.11.6):
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B.1.10.7 S-g=; , S=f gg _ S=;
negiert S-g6= ; , S6= f gg ^ S6= ;
Nach Erg•anzungder Disjunktion S=f gg: S=f gg _ S-g6= ; , S6= ;
B.1.9.5 m2 S-g , g6= m ^ m2 S
B.1.11.6 8x 2 S-g. x� m ^ g� m , 8x 2 S. x� m

Nach AnwendungdieserLemmataund Zerlegungder Disjunktion in der Eingabebedingungerhaltenwir
8S:Set( ZZ). 8g,m: ZZ. S=f gg ^ g 2 S ) max2(S,g,m) , m2 S ^ 8x 2 S. x� m ^ g6= m
8S:Set( ZZ). 8g,m: ZZ. S-g 6= ; ^ g 2 S ) max2(S,g,m) , m2 S-g ^ 8x 2 S-g. x� m ^ g6= m ^ g� m

In der erstenTeilformel stellt sich sofort heraus,da� die Bedingungenm2 S ^ g6= munter der Vorausset-
zungS=f gg widerspr•uchlich sind. In der zweiten Teilformel k•onnenwir nun die De�nition desPr•adikates
maxmit S-g und mzur•uckfalten, da Ein- und Ausgabebedingungin rekursiver Form vorliegen.Zus•atzlich
fassenwir g6= m^ g� mzusammen.Damit ergeben sich insgesamt die folgendenvier Teilformeln

8S:Set( ZZ). 8m:ZZ. S6= ; ) max(S,m) , 9g: ZZ. g 2 S ^ (max1(S,g,m) _ max2(S,g,m))
8S:Set( ZZ). 8g,m: ZZ. S6= ; ^ g 2 S ) max1(S,g,m) , 8x 2 S. x� g ^ g=m
8S:Set( ZZ). 8g,m: ZZ. S=f gg ^ g 2 S ) max2(S,g,m) , false
8S:Set( ZZ). 8g,m: ZZ. S-g 6= ; ^ g 2 S ) max2(S,g,m) , max(S-g,m) ^ g<m

wobei wir die Ausgabebedingungvon max1ebenfallsdurch Substitutionen und Entfernung von Redun-
danz vereinfacht haben. Nun erweisensich alle Bestandteile als auswertbar und wir k•onnen mit der
Strategie5.4.2das folgendeLogikprogramm zur L•osungdesMaximumproblemserzeugen.

max(S,M) :- member(G,S), max-aux(S,G,M).
max-aux(S,G,M) :- setminus(S,G,SminusG), max(SminusG,M), less(G,M),!.
max-aux(S,M,M) :- setless(S,M).

Im Gegensatzzu GUESS-DOMAIN besteht die Strategie GET-REC zur Einf•uhrung von Rekursionnicht
auseiner festgelegtenTransformation sondernist durch ihr Ziel { die Einf•uhrung von Rekursion15 { de�niert.
DiesesZiel ist, genau besehen,eine disjunktive Zerlegung der Eingabebedingung in eine rekursive Variante
der urspr•unglichen Eingabebedingung und einer Bedingung an Eingaben, f•ur die Rekursion nicht in Frage
kommt, sowie einekonjunktive Zerlegungder Ausgabebedingung in einerekursive Variante der urspr•unglichen
Ausgabebedingungund zus•atzlichen Anforderungen.Zus•atzlich soll erreicht werden,da� au�er den Ausgang-
sbedingungennur noch erf•ullbare Pr•adikate vorkommen.

Die Transformation mit dem Ziel der Rekursion wird im wesentlichen durch eine Suche nach geeigne-
ten Lemmata erreicht, in denen die Beziehung zwischen einer reduzierten und der nichtreduzierten Form
der vorkommendenPr•adikate behandelt wird. Dies verlangt vor allem nach einer guten Strukturierung der
Wissensbankund einer entsprechendenSuchmethode, mit der anwendbareLemmata schnell aufgesp•urt 16

Wesentlich ist aber nat•urlich auch die Frage,welche Arten von Rekursion •uberhaupt m•oglich sind, um ei-
nensinnvollendenterminierendenAlgorithmuszu generieren.Da Rekursionseinf•uhrung nur dann Sinn macht,
wenn auch die gerateneInformation zur Problemreduktion verwendet wird, wird die Art der Rekursion im
allgemeinenvon der Guessvariablen und der Eingabevariablen abh•angen,also aus einer Reduktionsfunktion
bestehen,die zu x 2 D und g 2 Geinen Wert x& g bestimmt, der kleiner ist als x. Nat•urlich mu� dieseFunk-
tionwohlfundiert sein,da sonstkeineTerminierungsgarantie gegeben werdenk•onnte. Da letztereszur Laufzeit
einerSyntheseeinesehrhoheBelastungdesInferenzsystemsbedeutenw•urde und Rekursionennormalerweise
ohnehin nur von den Typen Dder Eingabewerte und Gder Guessvariablen abh•angen,emp�ehlt essich, auch
dieseInformation als Rekursionsschema in einer Wissensbankabzulegen.

De�nition 5.4.13 (Rekursionssc hema)

Ein Rekursionsschemaist ein Tripel ( D, G, & ) , wobei D und G Datentypen sind und & : D � G ! D
eine wohlfundierteReduktionsfunktion.

15Der Name GET-REC Goal-oriented EquivalenceTransformation) deutet an, da� die Transformation zielorientiert ist.
16Eine gute Methode ist die Verwendungvon Hashtabellen, die nach dem Kriterium •a•userer/innerer Operator erstellt werden.

Die Lemmata desAnhang B sind nach einem solchen Kriterium sortiert.
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DieseDe�nition behandelt nur die einfache Form einer Rekursion. Im Allgemeinfall kann eine rekursive
Zerlegungeiner Eingabe auch mehrere\kleinere" Eingabewerte erzeugen(vergleiche die Diskussionauf Seite
236). Die allgemeinsteForm einesRekursionsschemasbesteht daher aus einer wohlfundierten Reduktions-
funktion & : D � G ! Set( D) , was formal allerdingsetwas aufwendigerzu handhaben ist. Unter Verwendung
all dieserInformationen geht die StrategieGET-REC insgesamt wir folgt vor.

Strategie 5.4.14 (GET-REC)
Es sei 8x: D. 8y: R. I [x] ) F(x,y) , O[x;y] die Ausgangsformelder Syntheseund G der Typ der in der
GUESS-Phasebestimmtenzus•atzlichenVariablen. Die Strategie GET-REC transformiert eine gegebeneSpezi-
�kationsformel der Gestalt 8x: D. 8g: G. 8y: R. I'(x,g) ) F'(x,g,y) , O0[x;g;y] mit den folgenden
Schritten in eine rekursiveForm

1. W•ahle ein Rekursionsschema( D, G, & ) aus der Wissensbank.

2. Durch gezielteSuchenach anwendbaren Lemmata •uber die Beziehungzwischeneiner reduzierten und
der nichtreduziertenForm der vorkommendenPr•adikateschreibe die Eingabebedingungum in eine For-
mel der Gestalt I b(x,g) _ I [x& g=x] und die Ausgabebedingung um in eine Formel der Gestalt
9yr . O[x& g;yr =x;y]) ^ Or (x,g,y r ,y)

3. Spalte die nichtrekursiven L•osungenab, ersetzedie Konjunktionsglieder aus O durch F und erzeuge
insgesamtdie •Aquivalenzformeln
8x: D. 8g: G. 8y: R. I b(x,g) ) F'(x,g,y) , O0[x;g;y]
8x: D. 8g: G. 8y: R. I(x & g) ) F'(x,g,y) , 9yr . F(x& g,y r ) ^ Or (x,g,y r ,y)

4. Vereinfachedie entstandenenFormeln soweit wie m•oglich und •uberpr•ufe die Auswertbarkeit.

5.4.2.3 Un terst •utzende Strategien

Die StrategienGUESSund GET-REC bilden den Kernbestandteil jeder mit LOPS durchgef•uhrten Synthese.
In einfachen F•allen reichen sie in der bisher beschriebenenForm aus,um dasvorgegebeneProblem zu l•osen.
Normalerweisesind jedoch einige unterst•utzende Techniken notwendig, um eine LOPS-Synthese erfolgreich
zum Ziel zu f•uhren. Neben einigenallgemeinenTechniken wie Normalisierung, Simpli�kation durch gerichtete
Lemmata (vergleiche Abschnitt 5.6.1), Unterproblem-Erzeugungf•ur komplexereAusdr•ucke und Ersetzung
nichtauswertbarer Pr•adikate durch •aquivalente auswertbare Pr•adikate (GET-EP) geht eshierbei vor allem um
Strategienzur Unterst•utzung von GUESS-DOMAIN im zusammenhangmit strukturierten Ausgabewerten.

Sokann eszum Beispielbei induktiv en Datenstrukturen Ausgabewerte ohnedarstellbareAnteile geben,die
durch einenVorverarbeitungsschritt (Preprocessing) abgespaltenund separatgel•ost werdenm•ussen.Bei meh-
reren Ausgabewerten (Produkten) ist essinnvoller, das Raten auf einenAusgabewert zu fokussieren.Hierzu
mu� man entwederdie Anzahl der Ausgabevariablen durch Bestimmung funktionaler Abh•angigkeiten reduzie-
ren (GET-RNV), die Ausgabebedingungenseparieren,um die Ausgabevariablenseparatbehandelnzu k•onnen
(GET-SOC), oder einehierarchische L•osungversuchen, indem zun•achst die bestgeeignetesteAusgabevariable
f•ur das Raten ausgew•ahlt wird (CHVAR) und dann in einer inneren Schleife die anderenAusgabevariabln
behandeltwerden,wobei die Abh•angigkeiten zwischen den Ausgabevariablen ebenfallsber•ucksichtigt werden
(DEPEND). Wir wollen dieseUnterst•utzungsstrategienim folgendenkurz besprechen.

Prepro cessing f•ur GUESS

Bei der bisherigenBeschreibungder StrategieGUESSsind wir davon ausgegangen,da� dasRateneinerL•osung
bzw. einesTeils davon, im Prinzip immer m•oglich ist. F•ur induktiv e Ausgabedatentypen ist dies jedoch nicht
immer der Fall, da zu diesenmeist auch ein \leeres" Basisobjekt geh•ort, welcheskeinerleidarstellbareAnteile
besitzt. Derartige Sonderf•alle m•ussendaher durch einen Vorverarbeitungsschritt abgespaltenwerden, bevor
daseigentliche Raten beginnenkann.



5.4. PROGRAMMENTWICKLUNG DURCH TRANSFORMATIONEN 243

Technisch bedeutetdies,da� man zun•achst diejenigenEingabewerte bestimmenmu�, die zu einemAusga-
bewert ohnedarstellbareAnteile geh•oren. W•ahrend f•ur alle anderenEingaben die •ubliche GUESS-DOMAIN
Strategie anwendbar ist, mu� f•ur diese\primitiv en" Werte eine direkte eine L•osung bestimmt werden. Im
Allgemeinfall ist dies jedoch nicht sehr schwer, da die Mengef y: R | : displayable(y) g der Ausgabewerte
ohnedarstellbareAnteile meist einelementig ist.

Die zentrale Aufgabe des Vorverarbeitungsschrittes ist somit, die primitiv en Eingaben zu identi�zieren,
alsoein Pr•adikat prim zu bestimmenmit den Eigenschaften

8x: D. ( 9y: R. I [x] ^ O[x;y] ^ : displayable(y)) ) prim(x)
8x: D. I [x] ^ prim(x) ) 9y: R. O[x;y]

Im allgemeinenbestimmt man prim durch Vereinfachung der Formel I [x] ^ O[x;y] ^ : displayable(y) ,
wozu normalerweise(limitierte) Vorw•artsinferenzen17 eingesetztwerden. Mit diesemPr•adikat transformiert
man nun die Spezi�kationsformel

8x: D. 8y: R. I [x] ) F(x,y) , O[x;y]

in die Formelmenge
8x: D. 8y: R. I [x] ^ prim(x) ) F(x,y) , O[x;y]
8x: D. 8y: R. I [x] ^ : prim(x) ) F(x,y) , O[x;y]

Das erste dieser beiden Teilprobleme besitzt •ublicherweise eine sehr einfache L•osung { n•amlich genau
das eine y, f•ur das : displayable(y) gilt. Das zweite Teilproblem kann nun in der bisher bekannten Weise
weiterverarbeitet werden. Wir wollen dieseTechnik an dem Vorverarbeitungsschritt bei der Synthese von
Sortieralgorithmen illustrieren.

Beispiel 5.4.15 (Syn these von Sortieralgorithmen { Vorv erarb eitung)

Das Problem der Sortierung von Listen ganzer Zahlen besteht darin, zu einer gegebenen Liste eine
Umordnung der Elemente zu �nden, die geordnetist. Dabei ist eineListe L geordnet, wennihre Elemente
in aufsteigenderReihenfolgeangeordnetsind, was sich wie folgt formal de�nieren l•a�t

ordered( L) � 8i 2 f 1..| L |-1 g. L[i] � L [i+1]

Da die Umordnung von Listen durch das in Anhang B.2 de�nierte boolesche Pr•adikat rearranges
repr•asentiert wird, k•onnenwir dasSortierproblemnun durch die folgende•Aquivalenzformelpezi�zieren.
8L,S:Seq( ZZ). true ) SORT(L,S) , rearranges(L,S) ^ ordered(S)

JedesGUESS-Schema der Wissensbankmu� die Ausgabewerte mit darstellbaren Anteilen charakteri-
sieren.Unabh•angig von der konkretenTautologierelationt sind diesgenaudie nichtleerenListen ganzer
Zahlen, d.h. es gilt : displayable(S) � S=[] . Bevor wir also die Strategie GUESS-DOMAIN auf das
Sortierproblemanwendenk•onnen,m•ussenwir den Bereich der \primitiv en" Eingaben bestimmen,also
ein Pr•adikat prim:Seq( ZZ) ! IB herleiten mit der Eigenschaft
9S:Seq(ZZ). rearranges(L,S) ^ ordered(S) ^ S=[] ) prim(L)

Die Substitution von S durch [] und die Anwendung des Lemmas •uber die Umordnung leerer Listen
(Lemma B.2.26.1) liefert prim(L) � L=[] . Die zweite Bedingung
L=[] ) 9S:Seq(ZZ). rearranges(L,S) ^ ordered(S)

hat trivialerweisedie L•osungS� [] , da esnur eineArt von Listen ohnedarstellbareAnteile gibt. Nach
der Vorverarbeitung mu� nun das folgendeTeilproblem des Sortierproblemsmit der •ublichen LOPS-
Strategiegel•ost werden.
8L,S:Seq( ZZ). L6= [] ) SORT(L,S) , rearranges(L,S) ^ ordered(S)

17DieseStrategie k•onnte zum Beispiel mit Hilfe einer allgemeinenTechnik zur Bestimmung der Vorbedingungenf•ur die G•ultig-
keit einer logischen Formel, die in [Smith, 1985b, Section 3.2] beschrieben ist, automatisiert werden.
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GET-RNV { Reduce N umber of Output V ariables

Bei Syntheseproblemenmit mehreren Ausgabewerten w•urde das raten verh•altnism•a�ig kompliziert, wenn
gleichzeitig alle Ausgabewerte geraten werden m•ussten. Die Strategie GUESS ist daher darauf ausgelegt,
jeweils nur einen einzelnenAusgabewert zu verarbeiten. Um dies zu unterst•utzen, versucht die Strategie
GET-RNV, die Anzahl der AusgabevariablendesProblemsdadurch zu verringern,da� unmittelbar erkennbare
Abh•angigkeitenzwischen denVariablen aufgesp•urt werdenund eineAusgabevariableals Funktion der anderen
Variablen beschrieben wird. Dies bedeutet,da� eineSpezi�kationsformel der Form

8x: D. 8(y,y'): R� R0. I [x] ) F(x,y,y') , O[x;y;y' ]

transformiert wird in eineFormelmengeder Art
8x: D. 8(y,y'): R� R0. I [x] ) F(x,y,y') , F'(x,y) ^ y'=g [x;y]
8x: D. 8y: R. I [x] ) F'(x,y) , O[x;y;g[x;y] =x;y;y' ]

Die Bestimmung der funktionalen Abh•angigkeit y'=g [x;y] beschr•ankt sich hierbei auf Zusammenh•ange,die
unmittelbar mit Hilfe wenigerLemmata nachzuweisensind. Ansonstenist dieseStrategienicht anwendbar.

Beispiel 5.4.16 (Reduktion des FIND-Problems)

Das Problem, zu einer gegebenenMengeS von ganzenZahlen das i -t-gr•o�te Element a zu bestimmen,
ist nicht ganzleicht zu formalisieren,wenn man nur die elementaren Mengenoperationen(ohne den all-
gemeinenSet-Former) zur Verf•ugungstehenhat. In diesemFalle lautet die naheliegensteFormalisierung,
da� S in zwei MengenS1und S2sowie dasElement a zerlegbarseinmu�, wobei S1nur ausElementen
besteht, die kleiner sind als a, und S2nur ausgr•o�eren Elementen, wobei S2genaui-1 Elemente haben
mu�. DieseCharakterisierungf•uhrt zu folgenderSpezi�kation desFIND-Problems

8S,i. 8S1,a,S2. i 2 f 1..|S| g ) FIND((S,i),(S1,a,S2))
, S=S1[ f ag[ S2 ^ 8x 2 S1.x<a ^ 8x 2 S2.a<x ^ |S2|=i-1

DiesesProblementh•alt drei Ausgabevariablen,von denenzumindesteineredundant ist, dasievollst•andig
durch S, a und die andereAusgabemengebeschriebenwerdenkann. Genaudiesfestzustellenist die Auf-
gabe von GET-RNV: da S1, S2und f ag disjunkt sind, l•a�t sich S1sich darstellenals S1 = Sn(S2+a),
was zu folgenderreduziertenForm desProblemsf•uhrt.

8S,i. 8S1,a,S2. i 2 f 1..|S| g ) FIND((S,i),(S1,a,S2))
, FIND'((S,i),(S1,a)) ^ S1=Sn(S2+a)

8S,i. 8S2,a. i 2 f 1..|S| g ) FIND'((S,i),(S2,a))
, a 2 S ^ S2� S-a ^ 8x 2 Sn(S2+a) .a<x ^ 8x 2 S2.x>a ^ |S2|=i-1

GET-SOC { Separate Output Conditions

Da die StrategieGET-RNV schnell an die Grenzenihrer Anwendungsm•oglichkeiten st•o�t, versucht die Stra-
tegie GET-SOC als n•achstes,die AusgabebedingungO[x;y;y' ] in unabh•angigezu zerlegen,in denenjeweils
nur eineder beidenAusgabevariablen vorkommt. Dies bedeutet, da� eineSpezi�kationsformel der Form

8x: D. 8(y,y'): R� R0. I [x] ) F(x,y,y') , O[x;y;y' ]

transformiert wird in eineFormelmengeder Art
8x: D. 8(y,y'): R� R0. I [x] ) F(x,y,y') , F1(x,y) ^ F2(x,y')
8x: D. 8y: R. I [x] ) F1(x,y) , O1[x;y]
8x: D. 8y': R0. I [x] ) F2(x,y') , O2[x;y' ]

DieseZerlegungvon O[x;y;y' ] in O1[x;y] und O2[x;y' ] mu� auf rein syntaktischer Basisdurchf•uhrbar sein.
Die einfachste Methode hierf•ur ist, jeweils diejenigenKonjunktionsglieder von O[x;y;y' ] aufzusammeln,in
denenausschlie�lic h y bzw. y' alsAusgabevariablenvorkommen.WenndieseTechnik versagt,ist die Strategie
GET-SOC nicht anwendbar.
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CHV AR { Ch oose Output-V ar iable

Bei Problemspezi�kationen mit mehrerenAusgabewerten, bei denenweder GET-RNV noch GET-SOC zum
Ziel f•uhren, mu� versucht werden, eine hierarchische L•osung des Problems zu generieren.Dies bedeutet,
da� die Berechnung deszweiten Ausgabewertes ein Teilproblem w•ahrend der Berechnung deserstenwerden
wird, wobei diesesTeilproblem erst nach der Anwendung von GUESS-DOMAIN auf die \ •au�ere" Variable
angegangenwird, also nachdem f•ur dieseVariable ein geratenerWert als zus•atzliche Eingabe vorliegt. Die
Hauptfrage, die hierf•ur zu kl•aren ist, welche der Ausgabevariablen als ersteszu behandelnist.

DasVerfahrenCHVAR, mit demdieseVariablebestimmt wird, ist verh•altnism•a�ig aufwendigund ben•otigt
eine Reihe semantischer Zusatzinformationen, die eigentlich nur von einem Benutzer des Synthesesystems
gegeben werdenk•onnen.Bei einer Spezi�kationsformel der Form

8x: D. 8(y,y'): R� R0. I [x] ) F(x,y,y') , O[x;y;y' ]

W•ahlt man f•ur jede der beiden Ausgabevariablen y und y' ein Guess-Schema aus der Wissensbankund
f•uhrt die Heuristik DOMAIN aus.Anschlie�end vergleicht man die Anzahl der Werte der Ausgabebereiche R
und R0, die durch Raten erreicht werdenk•onnen,also

| f y: R | 9g: G. DC(x,g) ^ t(g,y) g | und | f y': R0| 9g': G0. DC0(x,g') ^ t0(g',y') g |

und w•ahlt diejenige Ausgabevariable, bei der diese Anzahl geringer ist. Dies hat zur Folge, da� bei der
Bestimmung aller L•osungendesProblemsdie Anzahl der •au�eren RekursionendesgeneriertenAlgorithmus
kleiner ist, was { ho�entlich { zu eineme�zien teren Algorithmus f•uhrt.

DEPEND { Bestimme Abh •angigk eiten der Ausgab en

Nachdem CHVAR die •au�ere Variable f•ur GUESS-DOMAIN festgelegthat und der •au�ere Rateschritt aus-
gef•uhrt wordenist, versucht die StrategieDEPEND die Abh•angigkeiten zwischender •au�eren und der inneren
Ausgabevariablen zu bestimmen.DiesesZiel •ahnelt dem der StrategieGET-RNV, verlangt aber ein aufwen-
digeresVerfahren.

Es seio.B.d.A. y die von CHVAR ausgew•ahlte Ausgabevariable f•ur den •au�eren Rateschritt. Dann ist nach
der Anwendungvon GUESS-DOMAIN die folgendeFormelmengegeneriertworden.

8x: D. 8(y,y'): R� R0. I [x] ) F(x,y,y') , 9g: G. DC(x,g) ^ (F 1(x,g,y,y') _ F2(x,g,y,y'))
8x: D. 8g: G. 8(y,y'): R� R0. I [x] ^ DC(x,g) ) F1(x,g,y,y') , O[x;y;y' ] ^ t(g,y)
8x: D. 8g: G. 8(y,y'): R� R0. I [x] ^ DC(x,g) ) F2(x,g,y,y') , O[x;y;y' ] ^ : t(g,y)

Die Strategie DEPEND versucht nun die maximale Teilbedingungvon O[x;y;y'] zu bestimmen,die beide
Teilproblemel•osbarmacht, wenn x,g und y als Eingabevariablen vorausgesetztwerden.

Die Heuristik hierf•ur geht relativ grob vor: eswird die gr•o�te MengeO0[x;y;y'] von Konjunktionsgliedern
ausO[x;y;y'] gew•ahlt, in deneny' vorkommt. Anschlie�end wird versucht, die beidenreduziertenProbleme

8x: D. 8g: G. 8y: R. 8y': R0. I [x] ^ DC(x,g) ) F' 1(x,g,y,y') , O0[x;y;y' ] ^ t(g,y)
8x: D. 8g: G. 8y: R. 8y': R0. I [x] ^ DC(x,g) ) F' 2(x,g,y,y') , O0[x;y;y' ] ^ : t(g,y)

mit Eingabevariablen x,g und y zu synthetisieren, wobei man sich wider auf \leicht zu �ndende" L•osungen
konzentriert. Sind f 1 und f 2 die zugeh•origen generiertenL•osungsfunktionen,so wird { wie bei GET-RNV {
im urspr•unglichen Problem y' durch f i(x,g,y) ersetzt, was zu folgenderFormelmengef•uhrt.

8x: D. 8(y,y'): R� R0. I [x] ) F(x,y,y') , 9g: G. DC(x,g) ^ (F 1(x,g,y,y') _ F2(x,g,y,y'))

8x: D. 8g: G. 8(y,y'): R� R0. I [x] ^ DC(x,g) ) F1(x,g,y,y') , F�
1(x,g,y) ^ y'=f 1(x,g,y)

8x: D. 8g: G. 8y: R. I [x] ^ DC(x,g) ) F�
1(x,g,y) , O[x;y;f 1(x,g,y) =x;y;y' ] ^ t(g,y)

8x: D. 8g: G. 8(y,y'): R� R0. I [x] ^ DC(x,g) ) F2(x,g,y,y') , F�
2(x,g,y) ^ y'=f 2(x,g,y)

8x: D. 8g: G. 8y: R. I [x] ^ DC(x,g) ) F�
2(x,g,y) , O[x;y;f 2(x,g,y) =x;y;y' ] ^ : t(g,y)
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5.4.2.4 Das Verfahren als Gesamtstrategie

Mit den soeben vorgestelltenZusatzstrategienlassensich die Hauptstrategien GUESS-DOMAIN und GET-
REC auf viele verschiedeneProblemstellungenanpassen,wodurch dasLOPS-Verfahren{ zumindestaustheo-
retischer Sicht { zu einemrecht m•achtigen Syntheseverfahrenwird. Wir fassendie bishereinzelnvorgestellten
Strategiennun zu einer Gesamtstrategie zusammen.

Strategie 5.4.17 (LOPS{V erfahren)
Gegeben sei eine Problemspezi�kation spec= ( D, R, I , O) .

1. De�nier e dasPr•adikat F durch 8x: D. 8y: R. I [x] ) F(x,y) , O[x; y] und markiere x als Eingabe.

2. GUESS-Phase:

{ Bestehty ausmehrerenAusgabevariablen,soversucheeineProblemreduktion mit GET-RNV, GET-
SOC oder CHVAR/DEPEND

(a) W•ahle ein GUESS-Schema( R, G, t, displayable) mit Ausgabetyp R aus der Wissensbank

(b) Enth•alt R nichtdarstellbare Ausgaben, so spalte diesedurch BestimmungeinesPr•adikats prim ab.

(c) Bestimmedie Domain-Condition DCmit der Heuristik DOMAIN

(d) Transformiere die Ausgangsformeldurch Hinzuf•ugen der geratenen Information und spalte das
Problemin Teilproblemegem•a� De�nition 5.4.11.

Markiere g als Eingabevariableder neuenHilfspr•adikate und behandle alle Teilproblemeeinzeln.

3. Testedie Auswertbarkeit und Widerspr•uchlichkeiteinzelnerTeilproblemeheuristisch.Der Nachweismu�
in wenigenSchritten durchf•uhrbar sein.

Dabei f•uhrt einfachesGuessingimmer zu trivial l•osbaren Teilproblemenim Erfolgsfall und induktive
Datenstrukturen oft zu widerspr•uchlichenTeilproblemeim Mi�erfolgsfal l.

4. GET-REC-Phase(sieheStrategie 5.4.14 auf Seite 242)

(a) W•ahle ein Rekursionsschema( D, G, & ) aus der Wissensbank.

(b) Durch gezielteSuchenach Lemmata •uber die Beziehungzwischeneiner reduzierten und der nich-
treduziertenForm der vorkommendenPr•adikateschreibe die Formel um in eine rekursiveVariante
der Ausgangsformel.Dabei kann eine Abspaltung nichtrekursiver L•osungenerforderlich sein.

5. Vereinfache die entstandenenFormeln soweit wie m•oglich und •uberpr•ufe die Auswertbarkeit. Starte
LOPS erneut, wenn eine Formel nicht auswertbar ist.

6. Konstruiere aus der rekursivenFormel ein Programm

Aus Sicht der K•unstlichen Intelligenz ist das LOPS-Verfahren ein sehr vielseitigesund m•achtiges Kon-
zept, da sehrverschiedenartigeProblemstellungenmit nur wenigenGrundstrategienauf recht elegante Weise
gel•ost werden k•onnen.DieseEleganzgilt bisher jedoch nur auf dem Papier, da es in der Tat sehr viel Intel-
ligenz ben•otigt, um eineLOPS-Syntheseerfolgreich zum Ziel zu f•uhren, und noch nicht gekl•art ist, wie diese
Schritte schematisiert und in eine automatisch auszuf•uhrende Methode umgewandelt werden k•onnen. Auf
einenunge•ubten Anwenderwirkt dasLOPS-Verfahrendaher oft recht ziellos,da ihm keinefestenRegelnzur
Verf•ugungstehen,nach denener die n•otigen Umformungenausw•ahlenkann. Die Angabe solcher zuverl•assiger
Regelnund ihre Einbettung in ein formalesKonzept ist daher noch ein o�enes Forschungsproblem.
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5.4.3 In tegration in das allgemeine Fundamen t

Wir wollen dasnur andeuten

Satz 5.4.18 (In tegration von LOPS { simple Varian te)

Es sei ...

Ist (D,R, & ) ein wohlfundiertesRekursionsschemaund gilt
8x:D. 8g:R. I(x) , I base(x,g) _ I(x & g)
8x:D. 8g,y,y r :R. DC(x,g) ^ : O(x,g) ^ g6= y )

O(x,y) , O(x& g,y r ) ^ Or ec(x,g,y r ,y)

und sind die folgendenProgrammekorrekt
FUNCTIONf D C (x:D):R WHEREI(x) RETURNSg SUCHTHATDC(x,g) = f dc(x)
FUNCTIONf B AS E (x,g:D � R):R WHEREI base(x) ^ DC(x,g) ^ : O(x,g)

RETURNSy SUCHTHATO(x,y) ^ g6= y = f base(x,g)
FUNCTIONf RE C (x,g,y r :D� R� R):R WHEREI(x & g) ^ DC(x,g) ^ : O(x,g) ^ O(x& g,y r )

RETURNSy SUCHTHATg6= y ^ Or ec(x,g,y r ,y) = f r ec(x,g,y r )

dann ist das folgenderekursiveProgramm korrekt
FUNCTIONf(x:D):R WHEREI(x) RETURNSy SUCHTHATO(x,y)
= let g=f dc(x) in if O(x,g) then g

else if I base(x,g) then f base(x,g)
else f r ec(x,g,f(x & g))

Erweiterung: allgemeinesGUESS,komplexereRekursion,mengenwertige Funktionen
7! Einbettung von LOPS durch Theoreme
7! Strategien= Bestimmung der notwendigenParameter

Versuch der Umsetzungin ein formalesSystem

1. vie EQ trafo desTheorems{ vorstellen

Ebenenwechsel und algo-theorie{ am simplen LOPS vorf•uhren (hierzu mehr in 5.5)

bergang:das bestreben um die Verbesserungvon LOPS f•uhrt in die Gleiche Richtung wie Algo-Theorien.
Nur so terminiert es.

5.4.4 Synthese durc h Tranformationen im Vergleic h

Auch wenn die Verwendungvon Transformationsregelnund Rewrite-Techniken anstellevon starren Kalk •ul-
Regelnvom Prinzip her wesentlich 
exiblere und e�zien tere Systemeverspricht, wurde in praktischer Hinsicht
mit Verfahrenzur Synthesedurch Transformationenbisher nicht mehr erreicht als mit dem Prinzip \Beweise
als Programme". Dies liegt im wesentlichen daran, da� sich viele Transformationensich auch als Beweistak-
tiken (sogenannte Konversionen, siehe[Jackson,1993c, Kapitel 8.8]) in beweisbasierteSystemeintegrieren
lassen.Zum anderen
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5.5 Programmen twic klung durc h Algorithmensc hemata

Praktische Erfahrungenhaben gezeigt,da� der Umgangmit Synthesesystemen,die auf der BasisdesPrinzips
\Beweiseals Programme" operieren oder Programme durch Anwendung von •aquivalenzerhaltendenTrans-
formationen erzeugen,sehrm•uhsamist und da� man •uber die Syntheseeinfachster Beispiele18 nicht hinaus-
kommt, ohne von einem Benutzer massive Eingri�e in den Syntheseproze�zu verlangen.Der Grund hierf•ur
liegt im wesentlichen darin, da� in beiden Ans•atzen allgemeineVerfahren die Anwendung elementarer logi-
scher Inferenzensteuernund zur Unterst•utzung bestenfallsLemmata •uber verschiedeneAnwendungsbereiche
heranziehen.Eine Verarbeitung von wirklichem Programmierwissen,alsovon Erkenntnissen •uber Programm-
strukturen und ihre Eigenschaften, �ndet jedoch nicht statt. Aus diesemGrunde ist eineSteuerungderartiger
Systemedurch einen\normalen" Benutzer" kaum m•oglich, da dies tiefe Einsichten in die Strategieund Ver-
trautheit mit der Denkweiseder zugrundeliegendenKalk •ule verlangt. Da Programmiererim allgemeinenaber
keineLogiker sind, kann von einerechten Unterst•utzung bei der Entwicklung korrekter Programmenoch nicht
gesprochen werden.

Ein Konzept, das sich deutlich st•arker nach den Bed•urfnissen der Praxis richtet, ist der Versuch, Pro-
grammedurch Verwendungvon Algorithmenschematazu synthetisieren. Es basiert auf der Erkenntnis, da�
in Lehrb•uchern •uber die Methodik desProgrammierens[Knuth, 1968,Knuth, 1972,Knuth, 1975,Gries,1981]
sehr stark auf die Struktur von Algorithmen eingegangenwird, die f•ur eine L•osung bestimmter Probleme
besondersgeeignetist, und ebensoauf Methoden, derartige Algorithmen zu entwickeln. Programmiertechni-
ken wie Generate-and-Test, Divide-and-Conquer,Problemreduktion, Bin•arsuche,Backtracking, Dynamische
Programmierung, Siebe, etc. sind den meisten Programmierern wohl vertraut und es gibt nur sehr wenige
algorithmische Probleme, die nicht mit einer dieser Techniken elegant gel•ost werden k•onnen. Synthesever-
fahren, die f•ur gew•ohnliche Programmiererverst•andlich und kontrollierbar sein sollen, sollten sich daher an
diesenErkenntnissen der Programmiermethodik orientieren und Wissen •uber die Struktur von Algorithmen
verarbeiten. Ein Benutzer sollte die Algorithmenstruktur seinerWahl festlegenk•onnenund dasSynthesesys-
tem sollte die Strategienbereitstellen,die Komponenten einesderartigen Algorithmus zu bestimmenund die
Bedingungenf•ur seineKorrektheit zu •uberp•ufen. Durch die engerenVorgaben ist diesesVorgehenerheblich
zielgerichteter alsVerfahren,die auf allgemeinenTechniken (wie Induktionsbeweiseroder die LOPS Strategie)
aufgebautsind, und f•uhrt daher auch schneller zum Ziel.

Obwohl dieser Gedanke an sich schon relativ alt ist, hat es lange gedauert, ihn in einem erfolgreichen
und leistungsf•ahigen Systemumzusetzen.Das Hauptproblem hierbei war vor allem, ein tragf•ahigestheore-
tisches Fundament zu scha�en, welches die Korrektheit schematisch erzeugterAlgorithmen sicherstellt und
es erm•oglichte, einen Gro�teil der Beweislast ein f•ur alle Mal im Voraus abzuhandelnund somit aus dem
eigentlichen Syntheseproze� herauszunehmen.Zudem war es n•otig, die Struktur verschiedenerKlassenvon
Algorithmen zu analysieren,die Komponenten dieserAlgorithmen innerhalb einer einheitliche Beschreibung
zu identi�zieren, Axiome f•ur die Korrektheit der Algorithmen aufzustellenund die Korrektheit desschemati-
schen Algorithmus nachzuweisen.Schlie�lic h mu�ten Strategienzur systematischen Erzeugungder fehlenden
Komponenten entwickelt werden, die sich { der praktischen Durchf•uhrbarkeit wegen{ meistensauf vorge-
fertigte Teilinformationen st•utzen, ansonstenaber in einem formalen logischen Kalk •ul eingebettet sind und
somit als Beweis-oder TransformationsregeleinessehrhohenAbstraktionsniveausangesehenwerdenk•onnen.

In denletzten Jahrensinddiewichtigsten algorithmischenStrukturen wieDivide-and-Conquer[Smith, 1983a,
Smith, 1985a,Smith, 1987a],Lokalsuche[Lowry, 1988,Lowry, 1987,Lowry, 1989,Lowry, 1991],Globalsuchalgo-
rithmen [Smith, 1987b,Smith, 1991a], DynamischeProgrammierung[Smith, 1991b]und Problemreduktionsge-

18Nicht selten h•ort man das Argument, da� Synthesesystemeaus diesemGrunde keinerlei praktische Relevanz besitzen.Man
k•onne ebensogutdie wenigenBeispieledirekt in einer Wissensbakabspeichern und dann nach bedarf herausholen.

Im Prinzip ist die Programmentwicklung durch Algorithmenschemata eine konsequente Fortsetzung diesesGedankens: man
speichert tats•achlich vorgefertigte L•osungenin einer Wissensbankab. Allerdings l•a�t die Vielzahl der m•oglichen Algorithmen
es nicht zu, diesekomplett abzuspeichern. Statt dessenmu� man von den Besonderheitenkonkreter Algorithmen abstrahieren
und Schemata abspeichern, bei denen einige Parameter noch einzusetzensind. Die Strategie l•auft dann darauf hinaus, diese
Parameter im konkreten Fall zu bestimmen.
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Abbildung 5.2: Synthesedurch Erweiterung algebraischer Theorien

neratoren [Smith, 1991c] unabh•angig voneinanderuntersucht worden. Sie haben zu einer Reihe erfolgreicher
Algorithmenentwurfsstrategien gef•uhrt, die alle in das KIDS System [Smith, 1990, Smith, 1991a] integriert
wurden. Die praktischen Erfahrungen mit diesemSystemzeigen,da� der Einsatz von Algorithmenschemata
keineswegseine Einengungder M•oglichkeiten einesSynthesesystemsbedeutet sondernvielmehr zu 
exiblen
und praktisch erfolgreichen Verfahrenf•uhren kann.

Wir wollen im folgendenzun•achst die theoretischenGrundlagenerkl•aren,die eineformal korrekte Synthese
mit Algorithmenschemataerm•oglichen. Anschlie�end werdenwir diesesParadigmaam Beispielvon drei Syn-
thesestrategienerl•autern und dabei zeigen,wie sich dieseVorgehensweisein ein allgemeinesInferenzsystem
wie NuPRL integrieren l•a�t.

5.5.1 Algorithmensc hemata als Algebraisc he Theorien

Eine formal pr•aziseGrundlage f•ur die Synthese von Algorithmen mit Hilfe von Algorithmenschemata l•a�t
sich am leichtesten im Kontext algebraischer Theorien beschreiben, die f•ur die Beschreibung formaler Spezi-
�k ationen [Guttag & Horning,1978, Sannella& Tarlecki, 1987, Sannella& Tarlecki, 1988] ein gebr•auchliches
Hilfsmittel sind. Die prinzipielle Vorgehensweiseist schematisch in Abbildung 5.2 dargestellt.

� In der algebraischen Sichtweise werden Spezi�kationen als Modelle einer allgemeinenProblemtheorie
TSP EC betrachtet und dasZiel einerSyntheseist, diesesObjekt durch Hinzunahmeweiterer Datentypen
und Operationenzu einemModell A einer abstrakten Algorithmentheorie A zu erweitern.

� Die abstrakte Algorithmentheorie A wird unabh•angig von dem eigentlichen Syntheseproze�entworfen.
Sie beschreibt Namen von Datentypen und Operationen sowie Axiome, die es erm•oglichen, innerhalb
dieserTheorie Theoreme•uber die Korrektheit abstrakter Algorithmen zu beweisen,die sich vollst•andig
mit den Bestandteilender Theorie A beschreiben lassen.

Formal bedeutetdies,da� sich die Theorie A auf kanonische Weisezu einerProgrammtheorie P fortset-
zenl•a�t, die nebendenKomponenten der ProblemtheorieTSP EC auch noch einenProgrammk•orper, seine
Axiome und eineBeschreibung durch Komponenten der Theorie A beinhaltet und eineErweiterung der
Standardprogrammtheorie TP RO G (mit den Mindestanforderungenan Programme) ist.

� Die Erzeugungeineskonkreten Algorithmus ben•otigt somit nur noch die Instantiierung der abstrakten
Namen der Theorie A durch die konkreten Objekte des Modells A, was gleichbedeutend ist mit der
kanonischen ErzeugungeinesModells P von P, ausdem dann die relevante Komponente { n•amlich das
Programm { extrahiert wird.
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Beispiel 5.5.1 (Divide-and-Conquer Algorithmen)

Divide-and-Conquer Algorithmen, die wir in Abschnitt 5.5.4 ausf•uhrlicher betrachten werden, l•osen
ein Problem durch Reduktionen mit Hilfe von Dekompositionsoperationen. Formal lassensie sich als
Programmemit der folgendenGrundstruktur beschreiben:

FUNCTIONF(x:D):R WHEREI(x) RETURNSy SUCHTHATO(x,y)
= if primitive(x) then Directly-solve(x) else (Compose� G� F � Decompose)(x)

hierbei sind Decompose,G, Compose,Directly-solve und primitive Parameter, die im Verlaufe
einer Synthesenoch zu bestimmensind.

Die Theorie A D & C der Divide-and-Conquer Algorithmen enth•alt neben den Namen D, R f•ur Ein-
und Ausgabebereich und den Namen I, O f•ur Ein- und Ausgabebedingungenalso noch die Namen
Decompose,G, Compose,Directly-solve und primitive als zus•atzliche Operationen. Hinzu kom-
men zwei zus•atzliche Namen f•ur Datentypen, die f•ur eine korrekte Typisierung erforderlich sind und
nat•urlich die Axiome, welche die Korrektheit desobigenAlgorithmus garantieren.

Synthesebedeutetsomit, aufgrund der konkretenWerte f•ur D, R, I und OkonkreteOperationenzu �n-
den,welche anstellevon Decompose,G, Compose,Directly-solve und primitive eingesetztwerden
k•onnenund dann dasobigeSchemaentsprechend zu belegen.

Das allgemeineKonzept operiert alsoauf zwei Ebenen.Auf der Ebeneder algorithmischenTheorien wer-
den die grunds•atzlichen Zusammenh•angeformal beschrieben19 und •uberpr•uft. Auf der Ebeneder konkreten
Problemewird dann die eigentliche Syntheseausgef•uhrt, wobei der schwierigste Schritt { die Erzeugungdes
Algorithmus { nun ganz schematisch und ohne weitere Inferenzengeschehenkann. SpezialisierteSyntheses-
trategien k•onnen sich daher auf die Erzeugungvon Modellen der entsprechenden algorithmischen Theorie
konzentrieren. Um dies zu pr•azisieren,wollen wir einigeDe�nitionen aus der Theorie der algebraischen Spe-
zi�k ationen aufgreifen.

De�nition 5.5.2 (Formale Theorien und Mo delle)

1. Eine Signatur � ist ein Paar (S; 
) , wobei S eine Familie von Namen f•ur Sorten (Datentypen) und 

eine Familie von typisierten Operationsnamenist.

2. Eine formale Theorie T bestehtaus einer Signatur � , welchedasVokabularder Theorie beschreibt und
einer MengeAx von Axiomen f•ur die genanntenSorten und Operationen.

3. Eine Theorie T 1 erweitert eine Theorie T 2, wennalle Sortennamen,Operationsnamenund Axiome von
T 2 { bis auf konsistenteUmbenennungen{ auch in T 1 existieren.

4. Eine Struktur T f•ur T bestehtaus einer Familie nichtleerer Datentypen und einer Familie von Opera-
tionen, welchedie in T genanntenTypisierungenrespektieren.

5. Eine Struktur T1 f•ur T1 erweitert eine Struktur T2 f•ur T1, wenn alle Datentypen und Operationen von
T2 auch in T1 existieren und dort die gleichen(in T2 genannten)Typbedingungenerf•ullen.

6. Ein Modell T T ist eine Struktur f•ur T , deren Datentypen und Operationen alle Axiome ausT erf•ullen.

Formale (algebraische) Theorien sind somit nichts anderesals formale Theorien •uber Objekte, von denen
wir nicht mehr kennen als ihren Namen, ihre Typisierung und ihre Axiome. Strukturen sind Belegungen
dieserNamendurch konkrete typkorrekte Objekte und Modelle sind Belegungender Namendurch konkrete

19Im Prinzip ist die abstrakte algorithmischenTheorie nichts anderesals einegeringf•ugig formalereBeschreibung der zentralen
Komponenten einesAlgorithm us einer bestimmten Klasse. Wir haben immer dann, wenn wir allgemein •uber Spezi�k ationen,
Programme und Strategien gesprochen haben, abstrakte Namen D, R f•ur Ein- und Ausgabebereich und abstrakte Namen I, O
f•ur Ein- und Ausgabebedingungenverwendet und implizit vorausgesetzt,da� essich hierbei um Platzhalter f•ur die tats•achlichen
Bereiche und Bedingungen handelt. Agorithmischen Theorien sind somit nichts anderesals formale Theorien •uber derartige
Platzhalter, von denenwir nicht mehr kennenals ihren Namen und ihre Axiome.
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Objekte, die nebender Typkorrektheit auch noch die Axiome erf•ullen. Wir wollen dieseBegri�e anhandzweier
formaler Theorien illustrieren, welche das Konzept der Spezi�kationen und das der Programmeim Kontext
algebraischer Theorien repr•asentieren.

De�nition 5.5.3 (Problem- und Programm theorien)
1. TSP EC = ( f D,Rg, f I:D ! IB, O:D� R! IBg, ; ) ist die algebraischeTheorie der Spezi�kationen.

2. TP RO G = ( f D,Rg, f I: D! IB, O: D� R! IB, body: D6! Rg, f 8x:D. I(x) ) O(x,body(x)) g) ist die
algebraischeTheorie der Programme

3. Eine Theorie P hei�t Problemtheorie, wenn sie TSP EC erweitert.

4. Eine Theorie P hei�t Programmtheorie, wenn sie TP RO G erweitert.

Eine Problemtheorie20 ist alsoeinebeliebigealgebraische Theorie, derenModelle unter anderemeinePro-
grammspezi�kation enthalten, und eine Programmtheorie ist eine algebraische Theorie, derenModelle unter
anderemein korrektesProgramm enthalten. Ein Modell einer Programmtheorie, welchesein Modell P einer
Problemtheorie erweitert, enth•alt alsoeineL•osungder in P genannten Spezi�kation.

Beispiel 5.5.4
Strukturen und Modelle f•ur Problem- und Programmtheorien sind nichts anderesals eineetwas umsor-
tierte Schreibweisef•ur Spezi�kationenund Programmeim Sinnevon De�nition 5.2.1.Die Repr•asentation
einer Spezi�kation desSortierproblems
FUNCTIONsort(L:Seq( ZZ)):Seq( ZZ) WHEREtrue

RETURNSS SUCHTHATrearranges(L,S) ^ ordered(S)

wird somit dargestellt21 als folgendesModell von TSP EC

f Seq(ZZ), Seq(ZZ) g, f � L. true, � L,S. rearranges(L,S) ^ ordered(S) g

Die Repr•asentation einesSelectionsort-Programmsstellt eineErweiterung diesesModells durch Hinzu-
nahmeeiner weiteren Komponente dar:

f Seq(ZZ), Seq(ZZ) g, f � L. true, � L,S. rearranges(L,S) ^ ordered(S),
letrec sort(L) = if L=[] then [] else let g=min(L) in g.sort(L-g) g

Eine Erweiterung w•are auch

f Seq(ZZ), Seq(ZZ) g, f � L. true, � L,S. rearranges(L,S) ^ ordered(S), letrec sort(L) =[] g

Diese Erweiterung w•are zwar immer noch eine Struktur f•ur TP RO G, da Typkorrektheit nach wie vor
erf•ullt ist. Ein Modell aber ist sienicht, da dasAxiom von TP RO G verletzt ist.

Die in Beispiel 5.5.4charakterisierte Umwandlung von Spezi�kationen und Programmenin Modelle alge-
braischer Theorien wird durch das folgendeLemma gerechtfertigt.

Lemma 5.5.5

Es sei spec= ( D, R, I , O) eine beliebigeSpezi�kation und body: D6! R. Dann gilt

1. Das Programm FUNCTIONF(x: D): R WHEREI ( x) RETURNSy SUCHTHATO( x, y) = body( x)
ist genaudann korrekt, wenn Tspec, body = ( f D, Rg, f I , O, bodyg) ein Modell von TP RO G ist.

2. Die Spezi�kation FUNCTIONF(x: D): R WHEREI ( x) RETURNSy SUCHTHATO( x, y) ist genaudann
erf•ullbar, wenn es ein Modell P von TP RO G gibt, welchesTspec = ( f D, Rg, I , Og) erweitert.

20Man beachte, da� die Formulierung der Theorie TSP EC einegro�e Verwandtschaft zu der Formalisierung desKonzeptes\Spe-
zi�k ation" (siehe •Ubung 7) durch Konstrukte der Typentheorie besitzt. DieseVerwandtschaft zwischen algebraischen Theorien
und den noch formaleren typentheoretischen Ausdr•ucken (die keine informalen Beschreibungen zulassen)weist einen Weg f•ur
eine Integration algorithmischer Theorien und der zugeh•origen Synthesestrategienin einen allgemeinesformales Inferenzsystem.

21Wir verwenden die Mengenschreibweise,um anzudeuten, da� es auf die Reihenfolgeder Objekte einer Familie eigentlich
nicht ankommt. Allerdings mu� der Bezugzwischen einer Komponente und seinemNamen in der abstrakten Theorie erkennbar
bleiben, so da� man bei einer Implementierung besserauf Listen zur•uckgreift.
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Aufgrund von Lemma5.5.5k•onnenwir Programmsynthesetats•achlich alsErweiterungalgebraischer Struk-
turen beschreiben. Das Konzept der Algorithmentheorien als Hilfsmittel f•ur eine systematische Erweiterung
von Spezi�kationen l•a�t sich mit den soeben eingef•uhrten Begri�en nun relativ leicht beschreiben: eineAlgo-
rithmentheorie ist eineProblemtheorie, die einekanonische Erweiterung zu einer Programmtheorie besitzt.

De�nition 5.5.6 (Algorithmen theorien)

Eine Problemtheorie A hei�t Algorithmentheorie, wennesein ProgrammschemaBODYgibt mit der Eigenschaft

� BODYweist jeder Struktur A f•ur A eine Funktion aus DA 6! RA zu,

� F•ur jedesModell A von A ist das folgendeProgramm korrekt.22

FUNCTIONF(x:D A ):R A WHEREI A (x) RETURNSy SUCHTHAT OA (x,y) = BODY(A)(x)

Dabei sei DA (bzw. RA , I A , OA ) diejenige Komponente der Struktur A, welchein der Theorie A dem
Namen D (bzw. R, I, O) entspricht.

Algorithmenschemata sind also nichts anderesals Funktionen, die in einem schematischen Algorithmus
jedenNamendurch einkonkretesObjekt einesModellsA ersetzenund soeineStandardl•osungder Spezi�kation
specA = (DA , RA , I A , OA ) generieren.Eine Algorithmentheorie ist nichts anderesals eineBeschreibung von
Komponenten und Axiomen, welche die Existenz einessolchen Algorithmenschemasgarantieren.

Beispiel 5.5.7 (Formale Theorie der Divide-and-Conquer Algorithmen)

Die formale Theorie der Divide-and-ConquerAlgorithmen (vergleiche Beispiel5.5.1) enth•alt neben den
Bestandteilen des eigentlichen Algorithmus noch ene Reihe zus•atzlicher Komponenten, die f•ur eine
Spezi�kation der BestandteiledesAlgorithmus und f•ur einenNachweis der Terminierung ben•otigt wer-
den. Alle Komponenten und Axiome ergeben zusammengefa�tdie formale Algorithmentheorie TD & C =
(SD & C , 
 D & C , Ax D & C ) mit den folgendenBestandteilen:

SD & C � f D, R, D', R' g

 D & C � f I: D! IB, O: D� R! IB, OD : D� D' � D! IB, I': D' ! IB, O': D' � R' ! IB, OC : R' � R� R! IB,

� : D� D! IB, Decompose:D! D' � D, G: D' ! R', Compose:R' � R! R,
Directly-solve:D ! R, primitive:D ! IB

g
Ax D & C � f FUNCTIONFp(x:D):R WHEREI(x) ^ primitive(x) RETURNSy SUCHTHATO(x,y)

= Directly-solve(x) korrekt,

OD (x,y',y) ^ O(y,z) ^ O'(y',z') ^ OC (z,z',t) ) O(x,t),

FUNCTIONFd(x:D):D' � D WHEREI(x) ^ : primitive(x)
RETURNSy',y SUCHTHATI'(y') ^ I(y) ^ x� y ^ OD (x,y',y) = Decompose(x) korrekt,

FUNCTIONFc(z,z':R � R'):R RETURNSt SUCHTHATOC (z,z',t) = Compose(z,z') korrekt,

FUNCTIONFG(y':D'):R' WHEREI'(y') RETURNSz' SUCHTHATO'(y',z') = G(y') korrekt,

� ist wohlfundierte Ordnung auf D
g

DasabstrakteProgrammschemaf•ur dieseAlgorithmentheorie ist eineAbbildung von einerStruktur A =
( f D, R, D', R'g, f I, O, OD , I', O', OC , � , Decompose,G,Compose,Directly-solve, primitive g)
in den Algorithmus

FUNCTIONF(x:D):R WHEREI(x) RETURNSy SUCHTHATO(x,y)
= if primitive(x) then Directly-solve(x) else (Compose� G� F � Decompose)(x)

BODY(A) ist korrekt, wenn A alle obengenannten Axiome erf•ullt, alsoein Modell von TD & C ist.

22Gem•a� Lemma 5.5.5 k•onnten wir als algebraisch formulierte Bedingung auch schreiben: \ ( f DA , RA g, f I A , OA , BODY(A) g)
ist ein Modell f•ur TP RO G ". Eine schematische Beschreibung der Funktion BODYdurch Komponenten von A mu� sich daher
ausschlie�lic h mit den Axiomen aus A als korrekt im Sinne desAxiomes f•ur TP RO G nachweisenlassen:die Korrektheit ist also
ein Theorem der Theorie A .
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Abbildung 5.3: Synthesemit Algorithmenschemata: GenerelleMethode

Mit denbishergegebenenDe�nitionen ist esnicht sehrschwierig eineallgemeineStrategiezur Synthesevon
Programmenmit Hilfe von Algorithmenschematazu berschreiben und formal zu rechtfertigen. Ihre Grundlage
ist der folgendeSatz.

Satz 5.5.8

Eine Spezi�kation spec=( D, R, I , O) ist genaudann erf•ullbar, wenn eseine Algorithmentheorie A und
ein Modell A f•ur A gibt, welchesdie Struktur Tspec erweitert.

Bew eis: Es seiA eineAlgorithmentheorie und A ein Modell f •ur A , welchesdie Struktur Tspec = ( f D , Rg, f I , Og)
erweitert. Gem•a� De�nition 5.5.2 ist dann spec= specA , also DA =D, RA =R, I A =I und OA =O und f•ur das zu A
geh•orige abstrakte Programmschema BODYist dann das Programm

FUNCTIONF(x: D ): R WHEREI (x) RETURNSy SUCHTHAT O(x,y) = BODY(A)(x)

korrekt und somit ist die Spezi�k ation spec erf•ullbar. 2

Satz 5.5.8rechtfertigt die folgendegenerelleMethode zur Synthesevon Programmen,die in Abbildung 5.3
(eine Pr•azisierungvon Abbildung 5.2) schematisch dargestellt ist.

Strategie 5.5.9 (Syn these mit Algorithmensc hemata: Generelle Metho de)

Gegeben sei eine Problemspezi�kation FUNCTIONF(x: D): R WHEREI (x) RETURNSy SUCHTHATO(x,y)

1. W•ahle eine Algorithmentheorie A aus der Wissensbank

2. Erweitere Tspec = ( f D, Rg, f I , Og) durch Hinzuf•ugenvon Komponentenund •Uberpr•ufung von Axio-
men zu einem Modell A von A

3. BestimmeBODY(A) und liefere als Antwort dasProgramm
FUNCTIONF(x: D ): R WHEREI (x) RETURNSy SUCHTHAT O(x,y) = BODY(A)(x)

DiesesProgramm ist garantiert korrekt.

Der erste Schritt dieserStrategie ist im wesentlichen eine Entwurfsentscheidung, die einem Benutzer des
Systems•uberlassenwerdensollte.Der zweite Schritt dagegensolltedagegendurch eineStrategieweitestgehend
automatisch durchgef•uhrt werden.

Nat•urlich ist die soeben beschriebene Methode noch sehr allgemein,da sie ja noch nicht sagt, wie denn
nun die zus•atzlichen Komponenten desModells A von A bestimmt werden sollen. Grunds•atzlich sollten die
entsprechendenTeilstrategienauch sehr stark auf die gew•ahlten Algorithmentheorien zugeschnitten werden,
um e�zien t genug zu sein. Dennoch hat es sich als sinnvoll herausgestellt,nicht nur bei der Auswahl der
Algorithmentheorien als solche auf vorgefertigtesWissenzur•uckzugreifensonderndies auch bei der Bestim-
mung eineskonkretenModells zu tun, alsozu jeder Algorithmentheorie eineReihevon m•oglichst allgemeinen
Modellen in einer Wissensbankabzulegenund diesedann auf ein gegebenesProblem zu spezialisieren. Auf
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dieseArt kann man sich eventuell die •Uberpr•ufung komplizierter Axiome { wie etwa der Wohlfundiertheit
von � bei Divide-and-ConquerAlgorithmen { ersparen.

Esgibt eineReihevon allgemeinenTechniken,bereitsbekannte Modelleauf ein neuesProblemanzuwenden,
durch die Strategie5.5.9ein wenig verfeinert werdenkann.

� Ein allgemeinesModell kann durch Verwendung von Typvariablen in ein generisches Modell f•ur eine
Klassevon Algorithmen verwandelt werden.

� Durch Reduktion kann ein Problem auf ein spezielleresabgebildet werden, f•ur das bereits eine L•osung
vorliegt (\Op erator Match").

� Bei mengenwertigen Problemstellungen(Suche nach allen L•osungeneiner Ausgabebedingung)kann ein
allgemeinesModell auf eineneueProblemstellungspezialisiert werden.

Da die Vorgehensweise im ersten Fall naheliegendist, beschr•anken wir uns im folgendenauf Reduktion
und Spezialisierung.

De�nition 5.5.10 (Reduktion und Spezialisierung)

Es seienspec=( D, R, I , O) und spec'= ( D ', R', I ', O') zwei beliebigeSpezi�kationen

1. spec ist reduzierbar auf spec' (im Zeichenspec � spec'), wenn gilt

8x:D. I(x) ) 9x':D'. I'(x') ^ 8y':R'. O'(x',y') ) 9y:R.O(x,y)

2. spec spezialisiert spec' (im Zeichenspec � spec'), wenn R0 eine Obermengevon R ist und gilt

8x:D. I(x) ) 9x':D'. I'(x') ^ 8y:R. O(x,y) ) O'(x',y)

Man sagtauch, da� spec' die Spezi�kation spec generalisiert

Es ist alsospec reduzierbarauf spec', wenn die Eingabebedingungvon spec (nach Transformation) st•arker
ist als die von spec' und die Ausgabebedingungschw•acher ist. spec spezialisiert spec', wenn sowohl die Ein-
als auch die Ausgabebedingungst•arker ist, wobei keineTransformation der Ausgaben statt�ndet.

Beide De�nitionen enthalten eine typische Anwendung des Prinzip \Beweise als Programme" in seiner
elementarsten Form. Ein formaler Nachweis der Reduzierbarkeit induziert zwei Transformationsfunktionen
� :D! D' und � :D' � R' ! R, die zur Transformationeinesbekannten Algorithmusgem•a� demuntenstehenDia-
gramm verwendet werdenk•onnen.Ein Nachweis der Spezialisierunginduziert eineTransformation � :D! D' ,
die zusammenmit der AusgabebedingungOeinenbekannten mengenwertigen Algorithmus in einenL•osung-
salgorithmus f•ur die Ausgangsspezi�kation verwandeln kann.

D',I' R',O'

D,I R,O

6

?

� �spec � spec'

-
body'

-
body(x) = � ( � (x)), body'( � (x)))

D',I'

R',O'

D,I R,O

6

� spec � spec'

?

P P P P P P P P P P P P P P P P PPq

body'

-
body(x)= f y|y 2 body'( � (x)) ^ O(x,y) g

Die Kombination dieserErkenntnissemit dem in Satz 5.5.8allgemeinenVerfahrenf•uhrt zu zwei Verfeine-
rungen desallgemeinenSyntheseverfahrens,derenBasisdie folgendenzwei S•atze sind.

Satz 5.5.11 (Op erator Matc h)

Eine Spezi�kation spec=( D, R, I , O) ist genaudann erf•ullbar, wenn eseine Algorithmentheorie A und
ein Modell A f•ur A gibt, mit der Eigenschaftspec � specA .
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Satz 5.5.11 erweitert Satz 5.5.8 insofern, da� die Bedingung spec= specA zu spec � specA abgeschw•acht
wurde, da� also anstellevon Gleichheit zwischen Spezi�kation und dem Spezi�kationsanteil desModells nur
noch Reduzierbarkeit gefordert wird. Entsprechend kann auch die Synthesestrategieverfeinert werden.

Strategie 5.5.12 (Syn these mit Algorithmensc hemata und Reduktion)

Gegeben sei eine Problemspezi�kation FUNCTIONF(x: D): R WHEREI (x) RETURNSy SUCHTHATO(x,y)

1. W•ahle eine Algorithmentheorie A aus der Wissensbank

2. W•ahle ein allgemeinesModell A von A aus der Wissensbank

3. Beweise( D, R, I , O) � specA und extrahiere aus dem Beweiszwei Transformationsfunktionen� und �

4. Spezialisiere BODY(A) und liefere als Antwort dasProgramm
FUNCTIONF(x: D ): R WHEREI (x) RETURNSy SUCHTHAT O(x,y) = � ( � (x),BODY(A)( � (x)))

DiesesProgramm ist garantiert korrekt.

DiesesVerfahren l•a�t sich immer dann anwenden,wenn man eine Vorstellung davon hat, auf welche Art
man daszu l•osendeProblemverallgemeinernm•ochte. F•ur die Auswahl von A ist dahereinegewisseBenutzers-
teuerung notwendig. So k•onnte man zum Beispiel Berechnungen •uber nat•urlichen Zahlen auf Berechnungen
•uber Listen reduzieren,da die Zahl n isomorph zur Liste [1..n] ist, und auf dieseArt einige Reduktionss-
trategien f•ur Listen auf Zahlen •ubertragen. Weitere Strategien zur Auswahl von A h•angen im allgemeinen
jedoch sehrvon der konkreten Algorithmentheorie ab.

F•ur mengenwertige Problemstellungenl•a�t sich die Technik der Generalisierungeinsetzen.Der folgende
Satz sagt im wesentlichen, wie diesgeschehenkann.

Satz 5.5.13 (Syn these durc h Generalisierung)

Eine Spezi�kation FUNCTIONF(x: D):Set( R) WHEREI (x) RETURNSf z | O(x,z) g ist genaudann
erf•ullbar, wenneseine Algorithmentheorie A und ein Modell A f•ur A gibt, das(D,R,I ,O) generalisiert.

Man beachte, da� die Generalisierungsich auf die Ausgabebedingung O bezieht und nicht etwa auf
f z | O(x,z) g. Da bei der Generalisierungdie der Ausgabebereich deszu w•ahlendenModells bis auf Ober-
mengenbildung bereits festliegt, l•a�t sich die allgemeineStrategie5.5.9wie folgt verfeinern.

Strategie 5.5.14 (Syn these mit Algorithmensc hemata und Spezialisierung)

Gegeben sei eine Problemspezi�kation FUNCTIONF(x: D): R WHEREI (x) RETURNSf z | O(x,z) g

1. W•ahle eine Algorithmentheorie A aus der Wissensbank.

2. W•ahle ein allgemeinesModell A von A aus der Wissensbank mit der EigenschaftR � RA .

3. Beweise( D, R, I , O) � specA und extrahiere aus dem Beweiseine Transformationsfunktion�

4. Spezialisiere BODY(A) und liefere als Antwort dasProgramm
FUNCTIONF(x: D ): R WHEREI (x) RETURNSf z | O(x,z) g = f y | y 2 BODY(A)( � (x)) ^ O(x,y) g

DiesesProgramm ist garantiert korrekt.

Der Anwendungsbereich dieserGrundstrategie,die sich je nach Algorithmentheorie noch ein wenig verfei-
nern l•a�t, ist erstaunlich gro�. Siehat besondersim Zusammenhangmit Globalsuch-Algorithmen (sieheAbsch-
nitt 5.5.2) zu einer sehre�zien ten Synthesestrategiegef•uhrt, in der au�er dem Nachweis der Generalisierung
und einer •ahnlich leichten •Uberpr•ufung von sogenannten Filtern praktisch keine logischen Schlu�folgerungen
{ insbesonderealsokeine Induktionsbeweise{ anfallen.
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Abbildung 5.4: Hierarchie algorithmischer Theorien

Im Laufe der letzten Jahre ist eine Reihe algorithmischer Strukturen ausf•uhrlich untersucht und in der
Form von Algorithmentheorien formalisiert worden. Dabei wurden auch Zusammenh•angezwischen den ein-
zelnenFormalisierungenentdeckt, die sich mehr oder weniger direkt aus der hierachischen Anordnung der
einzelnenAlgorithmenstrukturen (sieheAbbildung 5.4) ergeben. Es erscheint daher sinnvoll, nicht nur ein-
zelne Algorithmentheorien zu betrachten, sondern auch Mechanismen zur Verfeinerungvon Theorien und
zur Generierungvon Entwurfsstrategien zu entwickeln. Derartige Mechanismen werden zur Zeit erforscht
[Smith, 1992,Smith, 1993]und sollen in der Zukunft zu einer erheblichen Flexibilit •atssteigerungvon Synthe-
sesystemenf•uhren.

Wir wollen im folgendennun einige konkrete Algorithmentheorien { Globalsuchalgorithmen, Divide-and-
Conquer Algorithmen und Lokalsuchalgorithemn { im Detail betrachten und hieran die Leistungsf•ahigkeit
diesesParadigmasdemonstrieren.

5.5.2 Globalsuc h-Algorithmen

Probleml•osungdurch Aufz•ahlen einer Mengevon L•osungskandidaten ist eine weitverbreitete Programmier-
technik. Globalsucheist eineAufz•ahlungsmethode, die als Verallgemeinerungvon Bin•arsuche, Backtracking,
Branch-and-Bound,Constraint Satisfaction,heuristischer Suche und •ahnlichen Suchverfahrenangesehenwer-
den kann, und { zumindestaus theoretischer Sicht { zur L•osungjeder beliebigenProblemstellungeingesetzt
werdenkann.

Abstrahiert man von denBesonderheitenindividueller Pr•asentationen sostellt sich heraus,da� die Grundi-
dee,die all dieseAlgorithmen gemeinsamhaben, eineManipulation gewisserMengenvon L•osungskandidaten
ist: man beginnt mit einerInitialmenge, die alle m•oglichenL•osungenenth•alt und zerteilt diesein kleinereKan-
didatenmengen,ausdenenman schlie�lic h konkrete L•osungenextrahieren und •uberpr•ufen kann. •Uber
 •ussige
Kandidatenmengenk•onnen durch Filter eliminiert werden. Der gesamte Proze� wird wiederholt, bis keine
weitere Aufspaltung der Kandidatenmengenmehr m•oglich ist.



5.5. PROGRAMMENTWICKLUNG DURCH ALGORITHMENSCHEMA TA 257

Nur in den seltenstenF•allen werden die Kandidatenmengenexplizit dargestellt, da zu Beginn •ublicher-
weise unendliche Mengen von L•osungskandidaten betrachtet werden m•ussen.Aus diesemGrunde werden
Kandidatenmengenin Globalsuchalgorithmen im allgemeinendurch sogenannte Deskriptoren beschrieben
{ also durch endliche Objekte, die ein charakterisierendesMerkmal dieserMengenrepr•asentieren { und die
Zugeh•origkeitsrelation zwischen Ausgabewerten und Kandidatenmengendurch ein allgemeineresErf •ullbar-
keitspr•adikat zwischen Ausgabewerten und Deskriptoren ersetzt.

Formalisiert man dieseVorgehensweise in einem einheitlichen Algorithmenschema, so erweist es sich als
sinnvoll, Globalsuchalgorithmen durch mengenwertige Programmezu beschreiben, die versuchen alle m•ogli-
chenL•osungeneinesProblemszu berechnen.Auf dieseArt kann tats•achlich jededer obengenannten Program-
miertechniken als Spezialfall von Globalsuchalgorithmen dargestellt werden. Die allgemeineGrundstruktur
von Globalsuchalgorithmen ist daher die folgende.

FUNCTIONF(x:D):Set(R ) WHEREI (x) RETURNSf z | O(x,z) g
= if � (x,s 0(x)) then Fgs(x,s 0(x)) else ;

FUNCTIONFgs(x,s:D � S):Set(R ) WHEREI (x) ^ J(x,s) ^ � (x,s)
RETURNSf z | O(x,z) ^ sat (z,s) g

= f z | z 2 ext (s) ^ O(x,z) g [
[

f Fgs(x,t) | t 2 split (x,s) ^ � (x,t) g

Hierbei treten neben den Bestandteilender eigentlichen Spezi�kation die folgendenKomponenten auf.

� Ein Raum S von Deskriptoren f•ur Mengenvon L•osungskandidaten.

� Ein Zugeh•origkeitspr•adikat sat auf R� S, welchesangibt, ob ein gegebenerWert z 2 Rzu der durch den
Deskriptor s 2 S beschriebenenKandidatenmengegeh•ort.

� Ein Pr•adikat J auf D� S, welches angibt, ob ein gegebener Deskriptor s 2 S f•ur eine Eingabe x 2 D
•uberhaupt sinnvoll 23 ist.

� Ein Initialdeskriptor s0(x) 2 S, der denAusgangspunktdesSuchverfahrensbeschreibt und zwangsl•au�g
alle alle korrekten L•osungen\enthalten" mu�.

� Eine mengenwertige Funktion ext :S! Set(R) , welche die direkteExtraktion konkreter L•osungskandi-
daten auseinemDeskriptor durchf•uhrt.

� Eine mengenwertige Funktion split : D� S! Set(S) , welche die (rekursive) Aufspaltung von Deskrip-
toren in Mengenvon Deskriptoren f•ur \kleinere" Kandidatenmengenbeschreibt.

� Ein Filter � : D� S! IB, der dazu genutzt werden kann, unn•otige Deskriptoren von der weiteren Be-
trachtung zu eliminieren. Diesedienen im wesentlichen der E�zienzsteigerung und k•onnenauch in die
Funktion split integriert sein.

Ein Globalsuchalgorithmus F ruft also bei Eingabe einesWertes x eine Hilfsfunktion Fgs mit x und dem
Initialdeskriptor s0(x) auf, sofern dieseWerte den Filter � passieren.Fgs wiederum berechnet bei Eingabe
von x und einemDeskriptor die Mengealler zul•assigenL•osungen,die direkt auss extrahiert werdenk•onnen,
und vereinigt diesemit der Mengealler L•osungen,die rekursiv durch Analyse aller Deskriptoren t bestimmt
werdenk•onnen,welche sich durch Aufspalten mit split und Filterung mit � ergeben.

Wir haben hier zur Beschreibung des Algorithmus eine funktionale Darstellung in der von uns angege-
benenmathematischen Programmiersprache gew•ahlt, da diesedie k•urzesteund eleganteste Darstellung des
Verfahrenserm•oglicht. Wir h•atten ebensoaber auch ein Programmschema in einer beliebigenanderenPro-
grammiersprache (sogar in einer parallelverarbeitenden Sprache) angeben k•onnen, denn hiervon h•angt die
Synthesenicht im geringstenab. Wichtig ist nur, da� sich die obengenannten 7 zus•atzlichen Komponenten in
dem Schemawieder�nden lassen.

23Will man zum Beispiel Folgen •uber Elementen einer EingabemengeS� Set( ZZ) aufz•ahlen und Kandidatenmengendurch ihr
gr•o�tes gemeinsamesPr•a�x darstellen (siehe Beispiel 5.5.18), so mu� dieser Deskriptor zwangsl•au�g eine Folge •uber S sein.
Ansonsten w•urde keine sinnvolle Kandidatenmengemehr dargestellt.
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Nur 5 Axiome m•ussenerf•ullt werden,um die Korrektheit desobengenannten Algorithmus sicherzustellen.
Die ersten beiden davon sind nahezutrivial,denn sie verlangennur, da� die Hilfsfunktion Fgs ausschlie�lic h
mit sinnvollen Deskriptoren umgeht.

1. F•ur alle legalenEingaben ist der Initialdeskriptor sinnvoll.

2. Splitting sinnvoller Deskriptoren liefert ausschlie�lic h sinnvolle Deskriptoren

Das dritte und vierte Axiom garantiert die Vollst•andigkeit der Suche

3. Alle korrekten L•osungensind in dem Initialdeskriptor enthalten

4. Alle korrekten L•osungen,die in einem Deskriptor s enthalten sind, lassensich aus diesemauch nach
endlich vielen split -Operationenextrahieren.

Das letzte Axiom garantiert schlie�lic h Terminierungder Suche durch Wohlfundiertheit der split -Operation.

5. Jeder Deskriptor kann nur endlich oft in Deskriptorenmengenaufgespaltenwerden,bis keine aufspalt-
baren Deskriptoren mehr vorhandensind.

Um die letzten beidenAxiome formal pr•azisedarstellen zu k•onnen, ist esn•otig, die Mengealler Deskrip-
toren, die durch k-fache Interation der split -Operation entstehen, induktiv zu de�nieren.

De�nition 5.5.15

Die k-facheIteration splitk einer Operation split: D� S! Set(S) ist induktiv de�niert durch

splitk(x,s) � if k=0 then f sg else
[

f splitk� 1(x,t) | t 2 split (x,s) g

Mit dieserDe�nition k•onnenwir die obengenannten Axiome formalisierenund die Korrektheit desschema-
tischen Globalsuchalgorithmus beweisen.Wir lassendabei zun•achst die Filter au�er Betracht, da diesesp•ater
gesondertbetrachtet und bis dahin als Bestandteil der split -Operation aufgefa�t werdenk•onnen.

Satz 5.5.16 (Korrektheit von Globalsuc h-Algorithmen)

Es seispec=(D, R, I, O) einebeliebigeSpezi�kation, Sein Datentyp,J: D� S! IB, s0:D! S, sat: R� S! IB,
split: D� S! Set(S) und ext:S ! Set(R) . Das Programmpaar

FUNCTIONF(x:D):Set(R) WHEREI(x) RETURNSf z | O(x,z) g = Fgs(x,s 0(x))

FUNCTIONFgs(x,s:D � S):Set(R) WHEREI(x) ^ J(x,s) RETURNSf z | O(x,z) ^ sat(z,s) g

= f z | z 2 ext(s) ^ O(x,z) g [
[

f Fgs(x,t) | t 2 split(x,s) g

ist korrekt, wenn f•ur alle x 2 D, s 2 S und z 2 R die folgendenf•unf Axiome erf•ullt sind

1. I(x) ) J(x,s 0(x))

2. I(x) ^ J(x,s) ) 8t 2 split(x,s).J(x,t)

3. I(x) ^ O(x,z) ) sat(z,s 0(x))

4. I(x) ^ J(x,s) ^ O(x,z) ) sat(z,s) , 9k: IN. 9t 2 split k(x,s). z 2 ext(t)

5. I(x) ^ J(x,s) ) 9k: IN. split k(x,s) =;

Bew eis: Es sei D,R,I,O, S,J,s 0,sat,split,ext wie oben angegeben und die Axiome 1{5 seienerf•ullt. Dann gilt

1. Wenn f•ur ein beliebigesx 2 D und s 2 S die Berechnung von Fgs(x,s) nach i Schritten terminiert (d.h. wenn
split i (x,s) = ; ist), so ist das Ergebnis der Berechnung die Mennge aller L•osungen, die aus Deskriptoren
extrahierbar sind, die zu einem split j (x,s) mit j<i geh•oren:

Fgs(x,s) =
[

f f z | z 2 ext(t) ^ O(x,z) g | t 2
[

f split j (x,s) | j 2 f 0..i-1 gg g

Dies l•a�t sich durch Induktion •uber i und viele Detailberechnungen wie folgt beweisen.
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� i=0 ist nach De�nition split i (x,s) =f sg6= ; , da die Berechnung von Fgs(x,s) nicht anhalten kann,
ohne mindestenseinen Schritt auszuf•uhren. Damit ist die Behauptung bewiesen,da die Voraussetzungen
nicht erf•ullt sind, und somit ist die Induktion verankert.

� Da die obigeBeweisf•uhrung zwar logisch korrekt ist, den meistenMenschen jedoch suspekt erscheint, hier
noch eine zweite Verankerung bei i=1 .
Es ist split 1(x,s) =

[
f split 0(x,t) | t 2 split(x,s) g =

[
ff t g|t 2 split(x,s) g =split(x,s)

Ist also split 1(x,s) =; , so folgt

Fgs(x,s)

= f z | z 2 ext(s) ^ O(x,z) g [
[

f Fgs(x,t) | t 2 split(x,s) g

= f z | z 2 ext(s) ^ O(x,z) g [
[

f Fgs(x,t) | t 2 ; g
= f z | z 2 ext(s) ^ O(x,z) g
=

[
f f z | z 2 ext(t) ^ O(x,z) g | t 2 f sg g

=
[

f f z | z 2 ext(t) ^ O(x,z) g | t 2 split 0(x,s) g

=
[

f f z | z 2 ext(t) ^ O(x,z) g | t 2
[

f split j (x,s) | j 2 f 0..1-1 gg g

Damit ist die Behauptung f•ur i=1 ebenfalls verankert.
� Es sei f•ur ein i>0 und alle x 2 Dund s 2 S bewiesen

Fgs(x,s) =
[

f f z | z 2 ext(t) ^ O(x,z) g | t 2
[

f split j (x,s) | j 2 f 0..i-1 gg g,
falls split i (x,s) = ; ist.

� Esgeltesplit i + 1(x,s) = ; . Nach De�nition 5.5.15ist split i + 1(x,s) =
[

f split i (x,t)|t 2 split(x,s) g

und somit folgt nach den •ublichen Gesetzen•uber die Mengenvereinigung, da� split i (x,t) =; f•ur alle
t 2 split(x,s) gilt. Damit ist die Induktionsannahme f•ur dieset anwendbar und esgilt

Fgs(x,t) =
[

f f z | z 2 ext(u) ^ O(x,z) g | u 2
[

f split j (x,t) | j 2 f 0..i-1 gg g
f•ur alle t 2 split(x,s) . Somit folgt
Fgs(x,s)

= f z | z 2 ext(s) ^ O(x,z) g [
[

f Fgs(x,t) | t 2 split(x,s) g
= f z | z 2 ext(s) ^ O(x,z) g

[
[

f
[

f f z | z 2 ext(u) ^ O(x,z) g | u 2
[

f split j (x,t) | j 2 f 0..i-1 gg g | t 2 split(x,s) g

=
[

f f z | z 2 ext(u) ^ O(x,z) g | u 2 f sgg

[
[

f f z | z 2 ext(u) ^ O(x,z) g | u 2
[

f split j + 1(x,s) | j 2 f 0..i-1 gg g

=
[

f f z | z 2 ext(u) ^ O(x,z) g | u 2 split 0(x,s) g

[
[

f f z | z 2 ext(u) ^ O(x,z) g | u 2
[

f split k(x,s) | k 2 f 1..i gg g

=
[

f f z | z 2 ext(u) ^ O(x,z) g | u 2
[

f split k(x,s) | k 2 f 0..i gg g

Damit ist die Behauptung auch f•ur i+1 beweisen.
Es sei angemerkt, da� durch das zweite Axiom sichergestellt ist, da� die Funktion Fgs auf Eingaben (x,t) mit
t 2 split(x,s) •uberhaupt anwendbar ist.

2. Das Hilfsprogramm Fgs ist f•ur alle zul•assigenEingaben korrekt.

Es seix 2 Dund s 2 Smit I(x) ^ J(x,s) . Aufgrund von Axiom 5 (Wohlfundiertheit) gibt esdann eineZahl k 2 IN
mit der Eigenschaft split k(x,s) =; . F•ur diesesk gilt nach (1.):

Fgs(x,s) =
[

f f z | z 2 ext(t) ^ O(x,z) g | t 2
[

f split j (x,s) | j 2 f 0..k-1 gg g

F•ur einen beliebigenAusgabewert z 2 Rgilt somit

z 2 Fgs(x,s) , 9j 2 f 0..k-1 g. 9t 2 split j (x,s). z 2 ext(t) ^ O(x,z)

Da split k(x,s) =; ist, l•a�t sich dies verallgemeinernund umschreiben zu

z 2 Fgs(x,s) , O(x,z) ^ 9j: IN. 9t 2 split j (x,s). z 2 ext(t)

Mit Axiom 4 folgt nun z 2 Fgs(x,s) , O(x,z) ^ sat(z,s) , also Fgs(x,s) = f z | O(x,z) ^ sat(z,s) g.
Damit ist die Hilfsfunktion korrekt
FUNCTIONFgs(x,s:D � S):Set(R) WHEREI(x) ^ J(x,s) RETURNSf z | O(x,z) ^ sat(z,s) g

= f z | z 2 ext(s) ^ O(x,z) g [
[

f Fgs(x,t) | t 2 split(x,s) g
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3. Das Hauptprogramm F ist f•ur alle zul•assigenEingaben korrekt.

Es sei x 2 Dmit I(x) . Nach Axiom 1 folgt dann J(x,s 0(x)) und damit ist (x,s 0(x)) einezul•assigeEingabe f•ur
die Hilfsfunktion Fgs. Da Fgs auf solchen Eingaben korrekt ist, folgt

F(x) = Fgs(x,s 0(x)) = f z | O(x,z) ^ sat(z,s 0(x)) g

Aufgrund von Axiom 3 gilt somit f•ur einen beliebigenAusgabewert z 2 R

z 2 F(x) , O(x,z) ^ sat(z,s 0(x)) , O(x,z)

Damit ist also F(x) = f z | O(x,z) g und somit ist das Hauptprogramm F ebenfalls korrekt.

FUNCTIONF(x:D):Set(R) WHEREI(x) RETURNSf z | O(x,z) g = Fgs(x,s 0(x)) 2

Satz 5.5.16gibt uns also eine pr•aziseBeschreibung der Komponenten, die f•ur die Erzeugungvon Global-
suchalgorithmen n•otig sind, und der Axiome, die erf•ullt sein m•ussen,um die Korrektheit des schematisch
erzeugtenAlgorithms zu garantieren. Dar•uber hinausbeschreibt er implizit eineStrategiezur Erzeugungvon
korrekten Globalsuchalgorithmen: es reicht, die zus•atzlichen Komponenten S,J,s 0,sat,split und ext zu
bestimmen,die f•unf Axiome zu •uberpr•ufen und dann den schematischen Algorithmus zu instantiieren. O�en
bleibt jedoch, wie diese6 Komponenten e�zien t gefundenwerdenk•onnen,und wie man sich die •Uberpr•ufung
der schwierigerenAxiome 4 und 5 zur Laufzeit desSyntheseprozesseserleichtern kann.

Die Antwort hierf•ur ist verbl•u�end einfach: wir holendie wesentlichenInformationen direkt auseiner Wis-
sensbank. Dieshei�t nat•urlich nicht, da� nun f•ur jedenm•oglichenAlgorithmusdie 6 zus•atzlichenKomponenten
direkt in der Wissensbankzu �nden sind,aber esbedeutet in der Tat, da� vorgefertigteSuchstrukturen { so-
genannte Globalsuchtheorien { in der Wissensbankabgelegtwerden.Diesebeschreiben die Komponenten von
allgemeinenGlobalsuchalgorithmen, welche die grunds•atzlichen Techniken zur Aufz•ahlung der Elemente die-
ser Bereiche widerspiegelnund mit Hilfe desSpezialisierungsmechanismus aus dem vorigen Abschnitt (siehe
De�nition 5.5.10 und Strategie 5.5.14 auf Seite 255) auf eine konkrete Problemstellung angepa�t werden
k•onnen.Die Erfahrung hat gezeigt,da� nur 6 dieservorgefertigtenGlobalsuchtheorien ausreichen, um alle in
der Programmsynthesejemalserforschten Problemezu synthetisieren.

Es hat sich als sinnvoll herausgestellt,Globalsuchtheorien als ein Objekte zu de�nieren, die aus 10 Kom-
ponenten (D,R,I,O, S,J,s 0,sat,split,ext) bestehen,welche die ersten4 Axiome erf•ullen. Dies liegt darin
begr•undet, da� nicht alle allgemeinenAufz•ahlungsverfahren von sich aus wohlfundiert sind, sondernmeist
erst im Rahmender Spezialisierungdurch Hinzunahmesogenannter notwendigerFilter zu wohlfundierten Al-
gorithmen verfeinert werden.DieseFilter m•ussensich ausden AusgabebedingungendesProblems(und dem
Erf•ullbarkeitspr•adikat) ableiten lassenund modi�zieren die split -Operation durch Elimination von Deskrip-
toren, die nicht mehr zu einer L•osungbeitragenk•onnen,zu einer e�zien teren und wohlfundierten Operation.
Da Wohlfundiertheit zur Laufzeit einesSyntheseprozessesim allgemeinennur sehr schwer zu beweisenist {
immerhin m•usstenhierzu Induktionsbeweiseautomatisch (!) gef•uhrt werden { lohnt essich ebenfalls, in der
Wissensbankzu jeder Globalsuchtheorie, die nicht bereits wohlfundiert ist, eine kleine Anzahl vorgefertigter
Filter bereitzustellen,welche daf•ur sorgen,da� auch das f•unfte Axiom erf•ullt wird. DieseWohlfundiertheits-
Filter m•ussenzur Laufzeit dann nur noch daraufhin gepr•uft werden, ob sie zu der Ausgabebedingung des
konkreten Problemspassen.

Mit diesenvorgefertigten Informationen kann das Problem, passendzu einer gegebenen Spezi�kation 6
neue Komponenten zu bestimmen und 5 Axiome zu •uberpr•ufen, darauf reduziert werden, eine geeignete
Globalsuchtheorie und einen passendenWohlfundiertheits-Filter aus der Wissensbankauszuw•ahlen, die Ge-
neralisierungseigenschaft nachzuweisen,die Globalsuchtheorie samt Filter zu spezialisierenund { wenn dies
leicht m•oglich ist { durch einenzus•atzlichen notwendigenFilter weiter zu verfeinern.Anschlie�end kann dann
mit Hilfe von Satz 5.5.16ein korrekter Globalsuchalgorithmus f•ur die Spezi�kation erzeugtwerden.

Um dieseStrategie zur Konstruktion von Globalsuchalgorithmen genauerbeschreiben zu k•onnen,m•ussen
wir die Konzepte Globalsuchtheorie, Filter und Spezialisierung pr•aze de�nieren und zeigen,wie sie dazu
beitragen k•onnen, zu einer gegebenen Spezi�kation die Voraussetzungenf•ur die Anwendbarkeit von Satz
5.5.16zu scha�en.
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De�nition 5.5.17 (Globalsuc htheorie)

Eine Globalsuchtheorie ist ein 10-Tupel G=((D, R, I, O), S,J,s 0,sat,split,ext) , wobei (D, R, I, O)
eine Spezi�kation ist, S ein Datentyp, J: D� S! IB, s0:D! S, sat: R� S! IB, split: D� S! Set(S) ,
ext:S ! Set(R) und f•ur alle x 2 D, s 2 S und z 2 R die folgendenvier Bedingungengelten.

1. I(x) ) J(x,s 0(x))

2. I(x) ^ J(x,s) ) 8t 2 split(x,s).J(x,t)

3. I(x) ^ O(x,z) ) sat(z,s 0(x))

4. I(x) ^ J(x,s) ^ O(x,z) ) sat(z,s) , 9k: IN. 9t 2 split k(x,s). z 2 ext(t)

Eine Globalsuchtheorie G hei�t wohlfundiert, wenn dar•uberhinaus f•ur alle x 2 D und s 2 S gilt:

I(x) ^ J(x,s) ) 9k: IN. split k(x,s) =;

Wohlfundierte Globalsuchtheorien erf•ullen also genaudie Voraussetzungenvon Satz 5.5.16und das Ziel
einer Syntheseist also,derartige wohlfundierte Globalsuchtheorien mit Hilfe vorgefertigter Informationen zu
generieren.In der Wissensbankm•ussendaher verschiedeneallgemeineSuchstrukturen f•ur die wichtigsten
Ausgabebereiche als Globalsuchtheorien abgelegtwerden.Wir wollen hierf•ur ein Beispielbetrachten.

Beispiel 5.5.18 (Globalsuc htheorie f•ur Folgen •ub er einer endlic hen Menge)

Die vorgefertigte Globalsuchtheorie gs seq set( � ) beschreibt eineallgemeineSuchstruktur f•ur Folgen
L 2 Seq(� ) , deren Elemente aus einer gegebenenendlichen Menge24 S� � stammen m•ussen.Die Suche
geschieht durch Aufz•ahlung der Elemente von L, was bedeutet, da� schritt weisealle Pr•a�xfolgen von
L aufgebaut werden, bis die gesuchte Folge gefundenist. DiesesSuchverfahren wird durch folgenden
Suchbaum repr•asentiert.
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DieserBaum zeigt, da� die jeweiligen KandidatenmengendesSuchverfahrensMengenvon Folgensind,
welche die gleiche Pr•a�xfolge V besitzen,also die Gestalt f L | VpreLg haben, Es bietet sich daher an
die Pr•a�xfolge V als Deskriptor und � L,V. VpreL als Erf •ullbarkeitspr•adikat zu verwenden.Sinnvoll sind
nat•urlich nur solche Deskriptoren, die ausschlie�lic h aus Elementen von S bestehen.Die Suche beginnt
•ublicherweisemit der Mengealler Folgen •uber S, alsomit [] als Initialdeskriptor.

Da bei der Suche schritt weise die Elemente von L aufgez•ahlt werden, ist das Aufspalten von Kandi-
datenmengennichts anderesals eine Verl•angerungder Deskriptorfolge V um ein weiteresElement der
MengeS, was einer Au� •acherung der Kandidatenmengenim Baum entspricht. Ist die gesamte FolgeL
aufgez•ahlt, so ist die Suche beendetund L kann direkt extrahiert werden: Extraktion bedeutet somit,
die gesamte Pr•a�xfolge V auszuw•ahlen.

Fa�t man all dies in einer Globalsuchtheorie zusammen,soergibt sich das folgendeObjekt, daswir der
Lesbarkeit halber komponentenweisebeschreiben.

24Der Name S steht an dieserStelle als Platzhalter f•ur eine typische Variable vom Typ Set und darf nicht verwechselt werden
mit dem Platzhalter S bei der Beschreibung der Komponenten von Globalsuchtheorien, der das Wort \Suchraum" abk•urzt.
Ungl•ucklicherweisetreten hier Kon
ikte bei der Vergabe von Standardnamenauf, die nur aus dem Kontext her au
 •osbar sind.
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seq set( � ) � D 7! Set( � )
R 7! Seq(� )
I 7! � S. true
O 7! � S, L. range(L) � S
S 7! Seq(� )
J 7! � S, V. range(V) � S
s0 7! � S. []
sat 7! � L, V. Vv L
split 7! � S, V. f V�i | i 2 Sg
ext 7! � V. f Vg

Man beachte, da� essich hierbei um einegenerischeGlobalsuchtheoriehandelt, die auf beliebigenDaten-
typen � de�niert ist und sehrvielenSuchalgorithmen, die auf endlichen Folgenoperieren,zugrundeliegt.

Der Beweis, da� gs seq set( � ) tats•achlich eine Globalsuchtheorie im Sinne von De�nition 5.5.17ist,
ist eineeinfache •Ubungsaufgabe. Man beachte jedoch, da� gs seq set( � ) nicht wohlfundiert ist, da mit
dieserSuchstruktur FolgenbeliebigerL•angeaufgez•ahlt werdenk•onnen.

Mit der Globalsuchtheorie gs seq set( � ) haben wir eine allgemeineSuchstruktur f•ur endliche Listen
(bzw. Folgen) formalisiert. Wie k•onnenwir nun derartige Informationen dazu nutzen, um ein Suchverfahren
f•ur einekonkrete Problemstellungzu generieren?

Wie bereits angedeutet,wollen wir uns hierzu den Spezialisierungsmechanismus zunutze machen, den wir
erstmals in Strategie 5.5.14auf Seite 255 verwendet haben. Hierzu brauchen wir nur nachzuweisen,da� der
Spezi�kationsanteil einerGlobalsuchtheorie wie gs seq set( � ) einegegebeneSpzi�kation im Sinnevon De�-
nition 5.5.10generalisiert,ausdemNachweiseineTransformation � zu extrahieren,und die Globalsuchtheorie
mit � auf dasAusgangsproblemzu spezialisieren.Wir wollen dieszun•achst an einemBeispielerkl•aren.

Beispiel 5.5.19 (Sp ezialisierung von gs seq set( ZZ) )

In Beispiel 5.2.4 auf Seite 228 hatten wir eine FormalisierungdesCostas-Arrays Problemsvorgestellt,
bei dem es um die Bestimmung aller Permutationen der Zahlen f 1..n g ging, die in keiner Zeile ih-
rer Di�erenzentafel doppelt vorkommendeEintr •age besitzen.Wir hatten hierf•ur die folgendeformale
Spezi�kation entwickelt.
FUNCTIONCostas (n: ZZ):Set(Seq( ZZ) ) WHEREn� 1

RETURNSf p | perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j)) g

Die unterstrichenenTeile markieren dabei die Komponenten D, R, I und Oder Problemstellung.

Da der Ausgabebereich der Funktion Costas die Mengeder endlichenFolgen•uber denganzenZahlenist,
liegt der Versuch nahe,als L•osungsstruktureineSpezialisierungder Globalsuchtheorie gs seq set( ZZ)
(d.h. der Typparameter � wurde mit ZZ instantiiert) zu verwenden.Wir m•ussenalsozeigen

R0 ist eineObermengevon R und esgilt

8x:D. I(x) ) 9x':D'. I'(x') ^ 8y:R. O(x,y) ) O'(x',y)

wobei die gestrichenenKomponenten sich auf gs seq set( ZZ) und die anderenauf das Costas-Arrays
Problem beziehen.

1. Die Globalsuchtheorie gs seq set( ZZ) ist genau so gew•ahlt worden, da� die Ausgabebereiche
R=Seq(ZZ) und R' •ubereinstimmen.Damit ist die prinzipielle Generalisierbarkeit gew•ahrleistet.

2. Die Eingabebereiche D=ZZ und D'=Set( ZZ) stimmen nicht •ubereinund m•ussenaneinanderangepa�t
werden.Auch dies ist prinzipiell m•oglich, da Mengenmehr Informationen enthalten als nat•urliche
Zahlen, mu� aber im Detail noch nachgewiesenwerden.

3. Die EingabebedingungI' von gs seq set( ZZ) ist immer true , braucht also nicht weiter ber•uck-
sichtigt zu werden.
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4. Zu zeigenbleibt also
8n: ZZ. n� 1 ) 9S:Set( ZZ).

8p:Seq( ZZ). perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j) ) ) range( p) � S

F•ur diesenNachweisgibt eseinerelativ einfacheHeuristik, die fast immer in wenigenSchritten zum
Ziel f•uhrt und nicht einmal einenvollst•andigenTheorembeweiserben•otigt. Das Ziel der Inferenzen
mu� sein,durch Au�alten von De�nitionen und Anwendungvon Lemmata Folgerungenvon

perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j))

zu bestimmen, in denenrange( p) auf der linken SeiteeinesTeilmengenoperators vorkommt und
auf der rechten Seiteein Ausdruck steht, der f•ur S eingesetztwerdenkann.

Au�alten von perm(p, f 1..n g) liefert perm(p, f 1..n g) , range( p) =f 1..n g ^ nodups(p) ,
worauswiederumdurch AnwendungdesGesetzes•uber Mengengleichheit und Teilmengenbeziehun-
gen(Lemma B.1.13.13,die Wahl ist eindeutig!) folgt perm(p, f 1..n g) ) range( p) � f 1..n g.

Damit ist die obigeBehauptungg•ultig, wenn wir f•ur S die Mengef 1..n g w•ahlen.

Aus dem Beweis ergibt sich eine Transformation � = � n. f 1..n g, die gem•a� Theorem 5.5.13zu einer
SpezialisierungdesgenerellenSuchalgorithmus f•ur gs seq set( ZZ) zu einemL•osungsalgorithmus f•ur das
Costas-Arrays Problem25 f•uhrt. DieseSpezialisierungf•uhrt, wie in Strategie 5.5.14bereits ausgef•uhrt,
zu einer Umwandlung einesEingabewertes n von Costas in einen Eingabewert � (n) f•ur den durch
gs seq set( ZZ) charakterisierten L•osungsalgorithmus und der Elimination von L•osungen,die nicht die
AusgabebedingungOdesCostas-Arrays Problemserf•ullen.

Anstelle den Globalsuchalgorithmus zu einem L•osungsverfahren f•ur das konkrete Syntheseproblemzu
modi�zieren, kann man auch die Globalsuchtheorie gs seq set( ZZ) selbst spezialisierenund in einer
Globalsuchtheorie f•ur das Costas-Arrays Problem umwandeln. Hierzu mu� man nur den Spezi�kation-
santeil durch die speziellerekonkrete Spezi�kation austauscht und in den anderenKomponenten jedes
Vorkommen der MengeS durch � (n) ersetzt. Dies f•uhrt dann zu folgenderspezialisierter Globalsuch-
theorie, die in der Tat eineGlobalsuchtheorie f•ur dasCostas-Arrays Problem ist.

D 7! Set( ZZ)
R 7! Seq(ZZ)
I 7! � n. n� 1
O 7! � n, p. perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p, j))
S 7! Seq(ZZ)
J 7! � n, V. range(V) � f 1..n g
s0 7! � n. []
sat 7! � p, V. Vv p
split 7! � n, V. f V�i|i 2 f 1..n gg
ext 7! � V. f Vg

Die in Beispiel 5.5.19vorgenommeneSpezialisierungvon Globalsuchtheorien ist nur wegendes direkten
Zusammenhangszwischen Globalsuchtheorien und Globalsuchalgorithmen und einemexpliziten Vorkommen
der Ausgabebedingunginnerhalb desschematischen Algorithmus m•oglich. Siehat gegen•uber der in Strategie
5.5.14vorgestelltennachtr •aglichenModi�k ation desAlgorithmus denVorteil, da� die Spezialisierunggezielter
in die Struktur desAlgorithmus eingreift und somit zu e�zien teren Programmenf•uhrt. Sie wird durch das
folgendeTheoremgerechtfertigt.

Satz 5.5.20 (Sp ezialisierung von Globalsuc htheorien)

Es sei spec =( D, R, I , O) eine formale Spezi�kation und G=(D', R', I', O', S,J,s 0,sat,split,ext)
eine Globalsuchtheorie. Es gelte spec � specG=(D', R', I', O') . � sei die aus dem Spezialisierungsbe-
weis extrahierte Transformation.

Dann ist G� ( spec) =( D, R, I , O, S, � x,s.J( � (x),s), � x.s 0( � (x)), sat, � x,s.split( � (x),s), ext )
eine Globalsuchtheorie. G� (spec) ist wohlfundiert, wenn dies auch f•ur G gilt.

25Man beachte, da� der spezialisierte L•osungsalgorithmus zwar partiell korrekt ist, aber { mangels Wohlfundiertheit der
Globalsuchtheorie gs seq set( ZZ) { nicht terminiert, solangekeine Filter zur Beschneidung desSuchraums verwendet werden.
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Bew eis: Siehe •Ubung 10.3.-a/b 2

In den Arbeiten, in denender systematische Entwurf von Globalsuchalgorithmen erstmalsuntersucht wur-
den [Smith, 1987b,Smith, 1991a],ist zugunsteniner einfachere Beschreibung von Satz 5.5.20der Begri� der
GeneralisierungausDe�nition 5.5.10auf Globalsuchtheorien wie folgt fortgesetzt worden.

G generalisiert spec, falls spec � specG gilt.

G generalisiert spec mit � , falls gilt R� R' und 8x:D. I(x) ) I'( � (x)) ^ 8z:R. O(x,z) ) O'( � (x),z)

Mit diesenBegri�en l•a�t sich der Satz 5.5.20dann wie folgt verk•urzt ausdr•ucken

Generalisiert eineGlobalsuchtheorie G eine Spezi�kation spec mit � , so ist G� (spec) eineGlobalsuchtheorie.

Zusammenmit Satz5.5.16beschreibt dieserSatzdie Grundlageeinerm•achtigen Strategiezur Synthesevon
Globalsuchalgorithmen aus formalen Spezi�kationen. Man mu� nur eine vorgefertigte Globalsuchtheorie der
Wissensbank�nden, welche die gegebeneSpezi�kation generalisiert,diesemit der aus dem Generalisierung-
sbeweis extrahierten Transformation spezialisierenund dann den schematischen Algorithmus instantiieren.

In manchen F•allen reicht dieseStrategie jedoch nicht aus, da die gew•ahlte Globalsuchtheorie { wie zum
Beispiel gs seq set( � ) { nicht notwendigerweisewohlfundiert sein mu� und somit nicht zu terminierenden
Algorithmen f•uhrt. In diesenF•allen kann die Terminierung durch Hinzunahme einesFilters � garantiert
werden, welcher die Mengeder zu betrachtenden Deskriptoren nach jeder split -Operation so einschr•ankt,
da� jeder Deskriptor im Ende�ekt nur endlich oft aufgespaltenwerdenkann. Nat•urlich darf dieserFilter keine
Deskriptoren der auf dasProblem spezialisiertenGlobalsuchtheorie eliminieren, die noch m•ogliche L•osungen
enthalten. Er mu� alsoeinenotwendigeBedingungf•ur dasVorhandenseinvon L•osungenin einemDeskriptor
beschreiben.

F•ur Globalsuchtheorien wie gs seq set( � ) werdenwir eineReihevon Filtern angeben, welche die split -
Operation in eine wohlfundierte Operation split � verwandeln. Diese im allgemeinenjedoch zu stark, um
notwendig f•ur die allgemeineGlobalsuchtheorie zu sein. Erst nach der Spezialisierungder Theorie auf eine
gegebeneSpezi�kation, die •ublicherweisemit einer deutlichen Verst•arkung der Bedingung an die L•osungen
verbundenist, k•onnenmanche Wohlfundiertheits�lter auch zu notwendigenFiltern geworden sein.

De�nition 5.5.21 (Filter f•ur Globalsuc htheorien)

Es sei G=(D, R, I, O, S,J,s 0,sat,split,ext) eine Globalsuchtheorie und � : D� S! IB

1. � ist notwendigf•ur G, falls f•ur alle x 2 D und s 2 S gilt � (x,s) ( 9z:R. sat(z,s) ^ O(x,z)

2. � ist ein Wohlfundiertheits�lter f•ur G, falls f•ur alle x 2 Dund s 2 Smit I(x) und J(x,s) eine Zahl k 2 IN
existiert, so da� split �

k(x,s) =; ist.

Dabei ist split � de�niert durch split � (x,s) � f t | t 2 split(x,s) ^ � (x,t) g

O�ensichtlich ist ein notwendigerFilter � genaudann ein Wohlfundiertheits�lter f•ur die Globalsuchtheorie
G, wennG� =(D, R, I, O, S,J,s 0,sat,split � ,ext) einewohlfundierte Globalsuchtheorie ist. Die Eigenschaft
\not wendig" stellt dabei die Gultigkeit des vierten Axioms sicher (alle L•osungensind im Ende�ekt extra-
hierbar) w•ahrend die Wohlfundiertheit genaudem f•unften Axiom entspricht. Wohlfundiertheits�lter m•ussen
im allgemeinenseparatvon der Globalsuchtheorie betrachtet werden,da eineallgemeineSuchstruktur durch
verschiedeneEinschr•ankungenwohlfundiert gemacht werden kann, ohneda� sich hierdurch an dem eigentli-
chen Suchverfahrenetwas •andert. DieseEinschr•ankungensind jedoch nur seltennotwendig f•ur die allgemeine
Globalsuchtheorie.

Da esf•ur jede allgemeineSuchstruktur normalerweisenur sehr wenigeArten von Wohlfundiertheits�ltern
gibt und der Nachweis der Wohlfundiertheit meist einen komplexenInduktionsbeweis verlangt, der von ei-
nem Inferenzsystemkaum automatisch gef•uhrt werden kann, emp�ehlt essich, f•ur jede nicht wohlfundierte
Globalsuchtheorie eineReihevorgefertigter Wohlfundiertheits�lter in der Wissensbankabzulegen.Wir wollen
hierf•ur einigeBeispielegeben.
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Beispiel 5.5.22 (W ohlfundiertheits�lter f •ur gs seq set( � ) )

Die folgendendrei Filter sind Wohlfundiertheits�lter f•ur die Globalsuchtheorie gs seq set( � ) .

1. � 1(S,V) = |V| � k: Begrenzungder Suche auf Folgeneiner festenmaximalenL•angek.

Dieser Filter ist relativ leicht zu •uberpr•ufen, da nur die L•ange eines Deskriptors •uberpr•uft werden
mu�, wird aber nur in den seltenstenF•allen notwendig sein.Algorithmen mit diesemFilter terminieren
(sp•atestens)nach k Schritten und erzeugeneinenSuchbaum der Gr•o�enordnung |S| k.

2. � 2(S,V) = |V| � k*|S| : Begrenzungder Suche auf Folgen einer maximalen L•ange,die von der Gr•o�e
der MengeS abh•angt.

Auch dieserFilter, der f•ur einerelativ gro�e Anzahl von Problemenals notwendignachgewiesenwerden
kann, ist leicht zu •uberpr•ufen. Algorithmen mit diesem Filter terminieren (sp•atestens) nach k*|S|
Schritten und erzeugeneinenSuchbaum der Gr•o�enordnung |S| k�j Sj .

3. � 3(S,V) = nodups(V): Begrenzungder Suche auf Folgenohnedoppelt vorkommendeElemente.

Der Test ist etwasaufwendiger,wenn er nicht inkrementell durchgef•uhrt wird. Algorithmen mit diesem
Filter terminieren (sp•atestens)nach k Schritten und erzeugenaufgrund der immer st•arker werdenen
Einschr•ankungenan die noch m•oglichen Deskriptoren einenSuchbaum der Gr•o�enordnung |S| ! .

Wohlfundiertheits�lter werdenim RahmeneinesSyntheseprozessespassendzu der Globalsuchtheorie aus-
gew•ahlt, welchedieProblemspezi�kation generalisiert.Dementsprechendm•ussensiezusammenmit dieserauch
spezialisiert werden. Das folgendeLemma zeigt, da� die Wohlfundiertheit bei einer Spezialisierungerhalten
bleibt und somit zur Laufzeit der Synthesenicht mehr •uberpr•uft werdenmu�.

Lemma 5.5.23 (Sp ezialisierung von Filtern)

Es sei spec eine Spezi�kation, G eine Globalsuchtheorie und � ein Wohlfundiertheits�lter f•ur G. G
generalisiere spec mit � .

Dann ist � � = � x,s. � ( � (x),s) ein Wohlfundiertheits�lter f•ur G� (spec)

W•ahrenddie Wohlfundiertheit einesFilters bei demAufbau der WissensbankeinesProgrammsynthesesys-
temsein f•ur alle Mal •uberpr•uft werdenann,mu� die Notwendigkeit desspezialisiertenFilters zur Laufzeit einer
Synthese •uberpr•uft werden. Dies ist jedoch wesentlich einfacher, da hierzu nur ein zielgerichtetes Au�alten
von De�nitionen und Anwendenvon Lemmata erforderlich ist.

Beispiel 5.5.24 (W ohlfundiertheits�lter f •ur das Costas-Arra ys Problem)

In Beispiel5.5.19hatten wir die Globalsuchtheorie gs seq set( ZZ) mit Hilfe von � =� n. f 1.. g zu einer
Globalsuchtheorie G0 f•ur dasCostas-Arrays Problem spezialisiert.

Wir wollen nun pr•ufen, welcher der Filter ausBeispiel5.5.22zu einemnotwendigenWohlfundiertheits-
�lter f•ur G0 spezialisiert werdenkann. Wir suchen alsoeinenFilter �, f•ur den gezeigtwerdenkann

perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j) ), ^ Vv p) � ( f 1..n g,V)

wobei n 2 ZZ und V2 Seq(ZZ) beliebig sind. Hierzu k•onnte man alle vorgegebenen Filter einzeln durch-
testen. Es lohnt sich jedoch auch, durch Au�alten von De�nitionen und Anwendenvon Lemmata nach
leicht abzuleitendenFolgerungenvon

perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j) ), ^ Vv p

zu suchen, in denennur n und V vorkommen,und dann einenFilter zu w•ahlen, der in den Folgerungen
enthalten ist. Wir falten daher die De�nition von perm(p, f 1..n g) auf und erhalten wie zuvor

perm(p, f 1..n g) , range( p) =f 1..n g ^ nodups(p)

worauswiederum durch AnwendungdesGesetzes•uber Pr•a�xfolgen und nodups (Lemma B.2.24.3,die
Wahl ist eindeutig!) folgt
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perm(p, f 1..n g) ^ Vv p) nodups(V).

Damit ist � 3;� =� n,V. nodups(V) o�ensichtlich ein notwendigerWohlfundiertheits�lter f•ur G0.

Aus der Ausgabebedingung f•ur das Costas-Arrays Problem lassensich zusammenmit dem Erf •ullbar-
keitspr•adikat auch noch weitere notwendugeFilter ableiten. Diesek•onnen dazu benutzt werden, den
soeben gefundenennotwendigenWohlfundiertheits�lter weiter zu verfeinern. Die Lemma •uber Pr•a�x-
folgen,begrenzteAll-Quantoren, domain, dtrow und nodups f•uhren schlie�lic h zu der Folgerung

8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p, j)), ^ Vv p) 8j 2 domain(V).nodups(dtrow(V,j) )

so da� wir 	 = � n.V. 8j 2 domain(V).nodups(dtrow(V,j )) als zus•atzlichen notwendigenFilter ver-
wendenk•onnen.

Die Verfeinerungeineseinmal gefundenennotwendigenWohlfundiertheits�lter � � f•ur G� ( spec) durch einen
zus•atzlichen notwendigenFilter 	 f•ur G� ( spec) ist f•ur die Erzeugungeineskorrekten Globalsuchalgorithmus
nicht unbedingt erforderlich, f•uhrt im allgemeinenjedoch zu einernicht unerheblichenE�zienzsteigerung. Aus
diesemGrunde beschr•ankt man sich auf zus•atzliche Filter, die leicht aus der Bedingungsat(z,s) ^ O(x,z)
abgeleitet werden k•onnen, wobei als Heuristik eine Beschr•ankung auf eine kleine Anzahl anzuwendender
Lemmata sinnvoll erscheint. Es ist nicht schwer zu zeigen,die Kombination der beidenFilter zu einemneuen
Filter � � � x,s. � � (x,s) ^ 	 (x,s) einennotwendigenWohlfundiertheits�lter f•ur G� ( spec) liefert.

Fa�t man nun die bisherigenErkenntnisse(Satz 5.5.16,Satz 5.5.20,Lemma 5.5.23und obigeAnmerkung)
zusammen,soergibt sich die folgendee�zien te Strategie,die in der Lageist, eineSynthesevon Globalsuchal-
gorithmenausvorgegebenenformalenSpezi�kationenmit Hilfe von einigenwenigenZugri�en auf vorgefertigte
Objekte der Wissensbankund verh•altnism•a�ig simplenlogischenSchlu�folgerungen erfolgreich durchzuf•uhren.

Strategie 5.5.25 (Wissensbasierte Synthese von Globalsuc halgorithmen)

Gegeben sei eine Problemspezi�kation FUNCTIONF(x: D): R WHEREI (x) RETURNSf z | O(x,z) g

1. W•ahle eine Globalsuchtheorie G mit Ausgabetyp R (oder einer Obermenge)aus der Wissensbank.

2. Beweise,da� G die Spezi�kation spec =( D, R, I , O) generalisiert.

Extrahiere aus dem Beweiseine Transformation � und bestimmedie Globalsuchtheorie G� (spec).

3. Wenn G nicht bereits wohlfundiert war, w•ahle einen Wohlfundiertheits�lter � f•ur G aus der Wissens-
bank, f•ur den gezeigtwerden kann, da� � � notwendigf•ur G� (spec) ist.

4. Bestimmeheuristischeinen zus•atzlichennotwendigenFilter 	 f•ur G� (spec).

5. Instantiiere den folgendenschematischenGlobalsuchalgorithmus
FUNCTIONF(x: D ):Set( R) WHEREI (x) RETURNSf z | O(x,z) g
= if � ( � (x),s 0( � (x))) ^ 	 (x,s 0( � (x))) then Fgs(x,s 0( � (x))) else ;

FUNCTIONFgs(x,s: D � S):Set( R) WHEREI (x) ^ J(x,s) ^ � ( � (x),s) ^ 	 (x,s)
RETURNSf z | O(x,z) ^ sat(z,s) g

= f z | z 2 ext(s) ^ O(x,z) g [
[

f Fgs(x,t) | t 2 split( � (x),s) ^ � ( � (x),t) ^ 	 (x,t) g

Das resultierendeProgrammpaar ist garantiert korrekt.

Wir wollen dieseStrategieam BeispieldesCostas-Arrays Problemsillustrieren

Beispiel 5.5.26 (Costas Arra ys Synthese)

Das CostasArrays Problem ist die Aufgabe, bei Eingabe einer nat•urlichen Zahl n alle sogenannten Costas-
Arrays der Ordnung n zu berechnen. Dabei ist ein CostasArray der Gr•o�e n eine Permutation der Zahlen
zwischen1 und n, die in keinerZeile ihrer Di�erenzentafel doppelt vorkommendeElemente besitzt. In Beispiel
5.2.4auf Seite228hatten wir folgendeformale Spezi�kation desProblemsaufgestellt.

FUNCTIONCostas (n: ZZ):Set( Seq(ZZ) ) WHEREn� 1
RETURNSf p| perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j)) g
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1. Der Ausgabetyp desProblemsist Seq(ZZ) . Wir w•ahlen daher eineGlobalsuchtheorie f•ur Folgenganzer
Zahlen, wobei im wesentlichen nur G =gs seq set( ZZ) ausBeispiel 5.5.18(Seite 261) in Fragekommt.

2. Der Beweisdaf•ur, da� G die Spezi�kation spec desCostas-Arrays Problemsgeneralisiert,ist in Beispiel
5.5.19auf Seite262bereits ausf•uhrlich besprochen worden. Er liefert die Transformation � =� n. f 1..n g
und f•uhrt zu der folgendenspezialisiertenGlobalsuchtheorie

G� ( spec) � D 7! Set( ZZ)
R 7! Seq(ZZ)
I 7! � n. n� 1
O 7! � n, p. perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p, j))
S 7! Seq(ZZ)
J 7! � n, V. range(V) � f 1..n g
s0 7! � n. []
sat 7! � p, V. Vv p
split 7! � n, V. f V�i|i 2 f 1..n gg
ext 7! � V. f Vg

3. Da G nicht wohlfundiert ist, w•ahlenwir nun einenWohlfundiertheits�lter � f•ur G ausder Wissensbank
und versuchen zu zeigen,da� � � notwendig f•ur G� (spec) ist.

In Beispiel5.5.22haben wir drei m•ogliche Wohlfundiertheits�lter f•ur G angegeben. Von diesenl•a�t sich
{ wie in Beispiel 5.5.24auf Seite 265 gezeigt { der Filter � 3 =� S,V. nodups(V) am schnellsten26 als
geeignetf•ur die Theorie G� (spec) nachweisen.

4. Ebenso haben wir in Beispiel 5.5.22 den Filter 	 = � n.V. 8j 2 domain(V).nodups(dtrow(V,j )) als
zus•atzlichen notwendigenFilter f•ur G� (spec) abgeleitet.

5. Die Instantiierung desStandard-Globalsuchalgorithmus mit den ParameternG� (spec), � 3 und 	 liefert
das folgendekorrekte Programm zur Bestimmung aller Costas-Arrays der Ordnung n

FUNCTIONCostas (n: ZZ):Set( Seq(ZZ) ) WHEREn� 1
RETURNSf p | perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j)) g

= if nodups([]) ^ 8j 2 domain([]).nodups(dtrow([ ],j) ) then Costasgs(n,[]) else ;

FUNCTIONCostasgs (n: ZZ,V:Seq( ZZ)):Set( Seq(ZZ) )
WHEREn� 1 ^ range(V) � f 1..n g ^ nodups(V) ^ 8j 2 domain(V).nodups(dtrow(V ,j))
RETURNSf p | perm(p, f 1..n g) ^ Vv p ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p, j)) g

= f p | p 2 f Vg ^ perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j) ) g
[

[
f Costasgs(n,W) | W2 f V�i|i 2 f 1..n gg ^ nodups(W) ^ 8j 2 domain(W).nodups(dtrow( W,j) ) g

Nat•urlich kann man den so entstandenen Algorithmus noch in vielerlei Hinsicht vereinfachen und opti-
mieren. So ist z.B. in der Hauptfunktion der Filter immer g•ultig und in der Hilfsfunktion wird mancheszu
kompliziert berechnet. DieseOptimierungen kann man jedoch besserim Nachhinein ausf•uhren, da esbei der
schematischen Synthesezun•achst einmal darum geht, einenAlgorithmus mit einer e�zien ten Berechnungss-
truktur zu zu entwerfen, ohneauf alle optimierbaren Details einzugehen.Die M•oglichkeiten einer nachtr •agli-
chen Optimierung des in diesemBeispiel erzeugtenAlgorithmus werden wir in Abschnitt 5.6 ausf•uhrlicher
betrachten.

5.5.3 Ein bettung von Entwurfsstrategien in ein formales Fundamen t

Im vorghergehendenAbschnitt haben wir die theoretischen Grundlageneiner Strategie zur wissensbasierten
Synthesevon Globalsuchalgorithmen aus formalen Spezi�kationen ausf•uhrlich untersucht und auf diesereine
sehr e�zien te Entwurfsstrategie aufgestellt. Die bisherigenUntersuchungen waren allerdings losgel•ost von

26� 2 w•are genausogut geeignet,l•a�t sich aber schwerer •uberpr•ufen.
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einem formalen logischen Fundament durchgef•uhrt worden und stellen nicht sicher, da� eine Implementie-
rung der Strategie tats•achlich nur korrekte Algorithmen generierenkann. Das Problem ist hierbei, da� eine
\v on-Hand" Codierung einer Strategie immer die Gefahr von Unterlassungsfehlernin sich birgt, die w•ahrend
desSyntheseprozessesnicht mehr au�allen, wenn sich dieseImplementierung nicht auf Inferenzregelneines
formalen logischen Kalk •uls st•utzt. Daher ist esnotwendig,Synthesestrategienin einenlogischen Formalismus
einzubetten, der die Korrektheit aller ausgef•uhrten Syntheseschritte sicherstellt.

Wie k•onnen wir nun eine Entwurfsstrategiewie Strategie 5.5.25in einen universellenlogischen Formalis-
mus wie den der Typentheorie integrieren, ohne dabei die Eleganzund E�zienz der informal beschriebenen
Strategie zu verlieren?Wie k•onnen wir eine mit nat•urlichsprachigen Mitteln beschriebeneStrategie in einer
erheblich formalerenSprache ausdr•ucken und dabei genausonat•urlich und 
exib el bleiben wie zuvor?

F•ur Strategienauf der Basisalgorithmischer Theorien l•a�t sich dieseFragezum Gl•uck relativ leicht beant-
worten, da hier auf der semi-formalenEbene bereits eine Reihe von Vorarbeiten geleistet sind, welche die
Grundlage deseigentlichen Syntheseverfahrensbilden. Es ist daher m•oglich, die entsprechendenKonzepte {
wie zum BeispielGlobalsuchtheorien, Generalisierungund Filter { vollst•andig in der Typentheorie zu formali-
sierenund die S•atze•uber die Korrektheit schematischer Algorithmen alsformaleTheoremeder Typentheorie27

zu beweisen.Ebensokann man eineWissensbankvon vorgefertigtenTeill•osungen{ zum Beispielalsokonkrete
Globalsuchtheorien und Wohlfundiertheits�lter { dadurch aufstellen, da� man Lemmata •uber diesekonkre-
ten Objekte beweist und in der Library von NuPRL f•ur eine sp•atere Verwendung w•ahrend einer Synthese
abspeichert. Mit Hilfe einer einfachen Taktik zur automatischen Anwendungvon Theoremenkann man dann
die Strategieinnerhalb desformalenFundaments (also z.B. in NuPRL) genausoelegant und e�zien t ablaufen
lassenwie ihr informal entworfenesGegenst•uck.

Gewonnen werden auf dieseArt nicht nur eine Garantie f•ur die Korrektheit aller Schritte sondernauch
tiefereEinsichten •uber die von der Strategiebeim Entwurf genutzten Zusammenh•ange.Dieswollen wir im fol-
gendenam Beispielder im vorigenAbschnitt pr•asentierten Globalsuch-Strategiedemonstrieren.Wir beginnen
dazu mit einer Formalisierung aller relevanten Grundbegri�e, die bei der Synthesevon Globalsuchalgorith-
men eine Rolle spielen. Aufgrund der semi-formalenDe�nitionen des vorigen Abschnitts sind die meisten
De�nitionen sehrnaheliegendund m•ussennur pr•aziseaufgeschrieben werden.

De�nition 5.5.27 (Formalisierung der Grundk onzepte von Globalsuc halgorithmen)
GS � (D:TYPES� R:TYPES� I:D ! IB � O: D� R! IB) � S:TYPES� J: D� S! IB

� s0:D! S � sat: R� S! IB � split: D� S! Set(S) � ext:S ! Set(R)

split k � natind( k; � x,s. f sg; n,sp n. � x,s.
[

f spn(x,t)|t 2 split (x,s) g)

G is a GS-theory � let ((D,R,I,O), S, J, s0, sat, split, ext) = G in
8x:D. I(x) ) s0(x) h•alt ^ J(x,s 0(x))

^ 8x:D. 8s:S. I(x) ^ J(x,s) ) 8t 2 split(x,s).J(x,t)
^ 8x:D. 8z:R. I(x) ^ O(x,z) ) sat(z,s 0(x))
^ 8x:D. 8s:S. I(x) ^ J(x,s) ) 8z:R.O(x,z) )

sat(z,s) , 9k: IN. 9t 2 split k(x,s). z 2 ext(t)
Filters( G) � let...= G in D� S! IB
split � � � x,s. f t | t 2 split (x,s) ^ � (x,t) g
� necessary for G � let...= G in 8x:D. 8s:S. 9z:R. sat(z,s) ^ O(x,z) ) � (x,s)

� wf-filter for G � let...= G in 8x:D. 8s:S. I(x) ^ J(x,s) ) 9k: IN. split �
k(x,s) =;

G generalizes spec with �
� let...= G and (D',R',I',O')= spec in

R' � R ^ 8x:D'. I'(x) ) I( � (x)) ^ 8z:R'. O'(x,z) ) O(� (x),z)
� � � � x,s. � ( � (x),s)
G� ( spec) � let...= G in ( spec, S, � x,s.J( � (x),s), � x.s 0( � (x)), sat, � x,s.split( � (x),s), ext )

27Hier erweist es sich als vorteilhaft, da� die Typentheorie ein Kalk •ul h•oherer Ordnung ist. Man kann daher ohne Bedenken
Theoremeformulieren, in denen •uber Spezi�k ationen, Programme Pr•adikate, Globalsuchtheorien etc. quanti�ziert wird.
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Mit diesenformalisierten Begri�en kann man nun die S•atze und Lemmata des vorigen Abschnittes als
formale S•atze der Typentheorie beweisenund dabei in den Beweisennahezudas gleiche Abstraktionsniveau
erreichen, wie dies bei den weniger formalen Gegenst•ucken der Fall ist. Diese S•atze und Lemmata lassen
sich dann zu einem einzigenTheorem zusammenfassen,welches besagt,was genaudie Voraussetzungenf•ur
die Erf•ullbarkeit einer mengenwertigen Problemspezi�kation sind. DiesesTheorem wird dann die Grundlage
einer e�zien ten und veri�zierten Realisierungder Strategie 5.5.25 innerhalb einesBeweissystemsf•ur einen
logisch-formalen Kalk •ul28 werden.

Satz 5.5.28 (En twurf von Globalsuc halgorithmen: formale Voraussetzungen)
8spec:SPECS. let (D,R,I,O) =spec
in

FUNCTIONF(x:D):Set(R) WHEREI(x) RETURNSf z | O(x,z) g ist erf•ullbar
(

9G:GS. G is a GS-Theory
^ 9� :D! DG. G generalizes spec with �
^ 9� :Filters(G). � wf-filter for G ^ � � necessary for G� (spec)
^ 9	 :Filters(G � (spec)). 	 necessary for G� (spec)

Bew eis: Der formale Korrektheitsb eweis entspricht in seinerStruktur im wesentlichen dem Beweis von Satz 5.5.16,
ist aber nat•urlich etwas aufwendiger,da hier keinerlei gedanklichen Abk •urzungenzul•assigsind. Auf dem Papier
w•urde er mehr als 10 Seiten einnehmen, weil auch alle Zwischenlemmata •uber Generalisierung und Filter
beweisenwerden m•ussen(Details kann man in [Kreitz, 1992][Anhang C.5] �nden). Wir beschr •anken uns hier
daher auf eine grobe Beweisskizze.

Gem•a� den Voraussetzungen(der rechten Seite von ( ) haben wir als Hypothesen:
{ G:GSmit G=((D',R',I',O'), S, J, s0, sat, split, ext) und G is a GS-Theory
{ � :D! D' mit G generalizes spec with �
{ � : D' � S! IB mit � wf-filter for G und � � necessary for G� (spec)
{ 	 : D� S! IB mit 	 necessary for G� (spec)

Per De�nition ist Erf •ullbarkeit von Spezi�k ationen dasselbewie die Existenz eineskorrekten L •osungsprogramms.
Wir geben als L•osung daher den Standard-Globalsuchalgorithmus in geschlossenerForm an, wobei wir die
Hilfsfunktion per Abstraktion einf•uhren.

letrec f gs(x,s) = f z | z 2 ext(s) ^ O(x,z) g

[
[

f f gs(x,t) | t 2 split( � (x),s) ^ � ( � (x),t) ^ 	 (x,t) g
in

if � ( � (x),s 0( � (x))) ^ 	 (x,s 0( � (x))) then f gs(x,s 0( � (x))) else ;

F•ur den Nachweis der Korrektheit m•ussen wir nun alle Schritte des Beweisesvon Theorem 5.5.16 formal
durchf•uhren, wobei wir die Beweise von Satz 5.5.20 und Lemma 5.5.23 ebenfalls integrieren (bzw. separat
ausf•uhren) m•ussen.Bis darauf, da� der Beweis nun vollst•andig formal ist und nur mit Hilfe von Taktiken
•ubersichtlich strukturiert werden kann, treten keine nennenswerten Unterschiede auf. 2

Der Aufwand, der f•ur den Beweis von Satz 5.5.28getrieben werden mu�, ist relativ hoch, wird sich aber
bei der automatisierten Synthese von Programmen wieder auszahlen.Dadurch da� wir in der L•osung ein
e�zien tes Algorithmenschema explizit als Extrakt-T erm bereitgestellt und den Korrektheitsbeweis ein f•ur
alle Mal gegeben haben, k•onnen wir Globalsuchalgorithmen nun dadurch synthetisieren, da� wir im ersten
Schritt den formalen Satz 5.5.28mit Hilfe der Regelncut und lemmaeinf•uhren und auf das konkrete Pro-
grammierproblemanwenden.Als Teilziel bleibt dann nur noch der Nachweisder Existenzvon G, � , � und 	
und ihrer Eigenschaften. Wir k•onnenalso innerhalb desstrengenformalen Inferenzsystemsgenausoe�zien t
und elegant vorgehen,wie esin der informalen Strategie5.5.25beschrieben ist, ohnedabei einenzus•atzlichen

28Auch wenn die Formalisierungen im wesentlichen auf der intuitionistisc hen Typentheorie des NuPRL Systemsabgest•utzt
werden, ist Theorem 5.5.28 weitestgehendunabh•angig von der Typentheorie und k•onnte in •ahnlicher Weise auch in anderen
•ahnlich m•achtigen Systemeneingesetztwerden. Damit ist { zumindest im Prinzip { das Ziel erreicht, mit formalen logischen
Kalk •ulen das nat•urliche logische Schlie�en auf verst•andliche Art widerspiegelnzu k•onnen.
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Beweisaufwand29 zu haben. Da zudem die wichtigsten allgemeinenGS-Theorien und ihre wf-Filter bereits
als veri�zierte Objekte der Wissensbank(d.h. als Lemmata der NuPRL-Bibliothek) vorliegen,wird auch der
Nachweisder entstandenenTeilzielenicht mehr sehrschwierig ausfallen.Allein die Generalisierungseigenschaft
und die Notwendigkeit von Filtern wird das Inferenzsystembelasten.

Eine Algorithmenentwurfstaktik, die auf der Basisvon Satz 5.5.28operiert, kann daher in wenigengro�en
Schritten zu einer vorgegebenenSpezi�kation einen veri�zierbar korrekten Globalsuchalgorithmus erstellen.
Die folgendeBeschreibung einersolchenTaktik ist dasformaleGegenst•uck zu Strategie5.5.25und kann somit
als veri�zierte Implementierung dieserStrategieangesehenwerden.

Man mu� zun•achst dasProblem pr•aziseformulieren und dann ein \Synthesetheorem"aufstellen,wasnichts
anderesbesagt, als da� wir eine L•osung �nden wollen. Nun wenden wir als erstesunser Theorem an und
erhalten ein neuesUnterziel, was sich aus den VoraussetzungendesTheoremsergibt. Konzeptionell ist nun
der wichtigste Schritt vollzogen.Nun m•ussennoch die Parameter bestimmt werden und das kann entweder
von Hand geschehenoder mit Unterst•utzung desRechners.

Strategie 5.5.29 (T aktik zur formalen Synthese von Globalsuc halgorithmen)

Gegeben sei ein Syntheseproblem,formuliert als Beweisziel

` FUNCTIONF(x: D): R WHEREI (x) RETURNSf z | O(x,z) g ist erf•ullbar

1. WendedasSynthesetheorem 5.5.28 wie eine Inferenzregel an.

2. L•osedie entstandenenUnterziele { Bestimmungvon G, � , � und 	 { wie folgt.

(a) W•ahle aus der Bibliothek eine GS-theorie Gmit Ausgabetyp R oder einem Obertyp davon.
Beweise\ G is a GS-Theory" durch Aufruf desentsprechendenLemmas.

(b) Bestimme� entweder durch Benutzerinteraktion oder durch einen Extraktion aus einem konstruk-
tivem Beweisvon \ G generalizes (D,R,I,O) " (i.w. gezielteSuchenach anwendbaren Lemmata)

(c) W•ahle aus der Bibliothek eine Wohlfundiertheits�lter � f•ur G.
Beweise\ � wf-filter for G" durch Aufruf desentsprechendenLemmas.
Beweise\ � � necessary for G� (spec) " durch gezielteSuchenach anwendbaren Lemmata

(d) Bestimme heuristisch durch Suchenach anwendbaren Lemmata (mit Begrenzungder Suchtiefe)
einen zus•atzlichennotwendigenFilter 	 , f•ur den 	 necessary for G� (spec) beweisbar ist.

3. Extrahiere eine Instanz desStandard-Globalsuchalgorithmusmit dem NuPRL-Extraktionsmechanismus.
Da Taktiken nur auf veri�zierten Theoreme und den Inferenzregeln der Typentheorie basieren, ist das
generierteProgramm korrekt.

Am Beispiel des Costas-Arrays Problems (vergleiche Beispiel 5.5.26) wollen wir nun demonstrieren,wie
die Synthesevon Globalsuchalgorithmen innerhalb einesallgemeinenBeweisentwicklungssystems wie NuPRL
durchgef•uhrt werden kann. Nahezualle der in Strategie 5.5.29beschriebenen Teilschritte lassensich durch
den Einsatz von Taktiken automatisieren.Das hoheAbstraktionsniveau der Formalisierungenl•a�t es jedoch
auch zu, die Syntheseim wesentlichen interaktiv durchzuf•uhren, wenn der Benutzer { wovon man ausgehen
sollte { ein gewissesVerst•andnis f•ur die zu l•osendenTeilaufgaben30 mitbringt.

29Taktik en, welche Globalsuchalgorithmen ohne Verwendung einesformalen Theoremswie Satz 5.5.28herleiten, sind dagegen
gezwungen,die Korrektheit deserzeugtenProgramms zur Laufzeit nachzuweisen,was in Anbetracht der komplizierten algorith-
mischen Struktur nahezuundurchf•uhrbar und zumindest sehr rechenaufwendig ist.

30Es ist sogardurchausm•oglich, durch den eherinteraktiv en Umgangmit dem Systemein wenig von der Methodik zu erlernen,
die f•ur einen systematischen Entwurf von Algorithmen erforderlich ist.

Es sei allerdings darauf hingewiesen,da� die Beispielsynthese vorl•au�g noch �ktiv en Charakter hat, da die f•ur die Synthese
notwendigenDe�nitionen und Lemmata noch nicht in dasNuPRL Systemeingebettet wurden und der hier beschriebeneZUstand
noch nicht erreicht ist.
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Beispiel 5.5.30 (Costas Arra ys Synthese mit NuPRL)

Wir beginnen mit einer Formulierung des Problems und verwenden hierzu die in Beispiel 5.2.4 auf
Seite 228 aufgestellte formale Spezi�kation des Costas-Arrays Problems. Innerhalb von NuPRL wird
dieseSpezi�kation zu demBeweiszieleinesSynthese-Theorems,welchesmit Hilfe der in Strategie5.5.29
beschriebenenSchritte beweisenwerdensoll.
` FUNCTIONCostas (n: ZZ):Set( Seq(ZZ) ) WHEREn� 1

RETURNSf p| perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j )) g
ist erf•ullbar

Im Topknoten einer formalen Herleitung stehenwir nun vor der Aufgabe, eineL•osungf•ur dasProblem
zu �nden, und m•ussenhierzu { wie immer { eineRegeloder Taktik angeben. An dieserStelle k•onnten
wir viele verschiedeneWegeeinschlagen,entscheidenuns aber daf•ur, esmit Globalsuchalgorithmen zu
versuchen. Daher geben wir eineTaktik an, welche dasTheorem5.5.28instantiiert. DasSystemwendet
dieseTaktik an und hinterl•a�t als Teilziele die instantiierten Voraussetzungendes Theorems,wobei
zugunstender Lesbarkeit •uber die Spezi�kation abstrahiert und Typinformation unterdr•uckt wird.

# top

` FUNCTIONCostas(n: ZZ):Set( Seq(ZZ) ) WHEREn� 1
RETURNSf p | perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 dom(p).nodups(dtrow( p,j)) g

ist erf•ullbar

BY call `Theorem 5.5.28`

1. ` 9G. G is a GS-Theory
^ 9� . G generalizes spec with �
^ 9� . � wf-filter for G ^ � � necessary for G� (spec)
^ 9	 . 	 necessary for G� (spec)
where spec = ( ZZ, Seq(ZZ), � n. n� 1,

� n, p. perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 dom(p).nodups(dtrow( p,j)) )

Aus Sicht einesformalen Inferenzsystemswar diesder schwierigsteSchritt der Synthese,der aber durch
denEinsatz von Theorem5.5.28drastisch vereinfacht werdenkonnte. In denfolgendenSchritten m•ussen
nun die Komponenten G, � , � und 	 bestimmt und ihre Eigenschaften •uberpr•uft werden.

Im n•achsttieferen Knoten der Herleitung (bezeichnet mit top 1) m•ussenwir als ersteseine Global-
suchtheorie Gbestimmen,die das Costas-Arrays Problem generalisiert.Diesemu� gem•a� der Genera-
lisierungsbedingungeineallgemeineSuchstruktur f•ur endliche Folgen •uber ganzenZahlen beschreiben.
Zudemmu� siein der Bibliothek bereitsvorhandensein.Die Erfahrung hat gezeigt,da� zur L•osungder
meistenRoutineproblemeinsgesamt etwa 6{10 vorgefertigte Globalsuchtheorien ausreichen, von denen
maximal 2 oder 3 eine allgemeineSuchstruktur f•ur endliche Folgencharakterisieren.Unter diesenent-
scheidet dasZusatzkriterium, da� die Ausgabebedingungschw•acher seinmu� als die desCostas-Arrays
Problems.Sollten dann immer noch mehrereM•oglichkeiten bestehen,so gibt esmehrerefundamental
verschiedeneSuchstrukturen, die in demzu erzeugendenAlgorithmus zum Tragenkommenk•onnen.Die
Auswahl zwischen diesenist eineEntwurfs-Entscheidung, die eigentlich nur ein Benutzer f•allen darf.

Selbstdann, wenn keinerleiautomatische Unterst•utzung bei der Auswahl der Globalsuchtheorie bereits-
teht, wird es f•ur einen Benutzer nicht sehr schwer sein, sich f•ur eine passendeGlobalsuchtheorie zu
entscheiden. In diesemFall ist dies die Theorie gs seq set( ZZ) , die wir unter Verwendung der Regel
ex i 31 angeben. Nach Verarbeitung dieserRegelverbleiben zwei Teilziele.Zum einenm•ussenwir zei-
gen, da� gs seq set( ZZ) tats•achlich eine Globalsuchtheorie ist und zum zweiten m•ussenwir nun die
anderenKomponenten passendhierzu bestimmen.

31Es w•are durchausm•oglich, eine summarische Taktik mit Namen INTRObereitzustellen, die anhand der •au�eren Struktur der
Konklusion bestimmt, da� in diesemFalle die Regelex i gemeint ist.
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# top 1

` 9G. G is a GS-Theory
^ 9� . G generalizes spec with �
^ 9� . � wf-filter for G ^ � � necessary for G� (spec)
^ 9	 . 	 necessary for G� (spec)
where spec = ( ZZ, Seq(ZZ), � n. n� 1,

� n, p. perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 dom(p).nodups(dtrow( p,j)) )

BY ex i gs seq set( ZZ) THEN unfold `perm`

1. ` gs seq set( ZZ) is a GS-Theory
2. ` 9� . gs seq set( ZZ) generalizes spec with �

^ 9� . � wf-filter for gs seq set( ZZ)
^ � � necessary for gs seq set( ZZ) � (spec)

^ 9	 . 	 necessary for gs seq set( ZZ) � (spec)
where spec = ( ZZ, Seq(ZZ), � n. n� 1,

� n, p. nodups(p) ^ range( p)= f 1..n g ^ 8j 2 dom(p).nodups(dtrow( p,j)) )

Das erste Teilziel l•osenwir durch Instantiierung des entsprechendenLemmasder NuPRL-Bibliothek,
ohnedasdie Globalsuchtheorie gs seq(ZZ) nicht f•ur eineSynthesezur Verf•ugungstehenw•urde. F•ur das
zweite werdenwir die De�nition desBegri�es Permutation au
 •osenm•ussen,da wir auf die Bestandteile
immer wiederzugreifenwerden.Der •Ubersichtlichkeit halber haben wir diesin diesenSchritt integriert,
k•onnten esaber auch erst im nachfolgendenSchritt tun.

In diesemn•achsten Schritt m•ussenwir eine Transformation � bestimmen, mit der wir die Generali-
sierungseigenschaft nachweisenk•onnen. Eine automatische Unterst•utzung hierf•ur ist m•oglich, da man
hierzu nur die in Beispiel 5.5.19beschriebenen Schritte durch eine Taktik ausf•uhren lassenmu�. Bei
einer interaktien Synthese kann ein Benutzer jedoch auch ein intuitiv es Verst•andnis von der Genera-
lisierungseigenschaft benuzten, welches besagt, da� die Ausgabebedingung von gs seq set( ZZ) nach
Transformation mit � ausder AusgabebedingungdesProblemsfolgenmu�.

Sieht man sich die entsprechendenKomponenten von gs seq set( ZZ) genaueran, so stellt man fest,
da� � eine Zahl in eine Menge umwandeln mu�. Im Falle von gs seq set( ZZ) sind die Elemente der
aufgez•ahlten endlichenFolgenausdieserEingabemengezu w•ahlen.In der Spezi�kation hei�t esdagegen,
da� die Elemente der Folgengenaudie Mengef 1..n g bilden m•ussen.Es liegt also nahe,die Zahl n in
die Mengef 1..n g zu transformieren.Genaudasgeben wir als Wert f•ur � an.

# top 1 2

` 9� . gs seq set( ZZ) generalizes spec with �
^ 9� . � wf-filter for gs seq set( ZZ)

^ � � necessary for gs seq set( ZZ) � (spec)
^ 9	 . 	 necessary for gs seq set( ZZ) � (spec)
where spec = ( ZZ, Seq(ZZ), � n. n� 1,

� n, p. nodups(p) ^ range( p)= f 1..n g ^ 8j 2 dom(p).nodups(dtrow( p,j)) )

BY ex i � n. f 1..n g

1. ` gs seq set( ZZ) generalizes spec with � n. f 1..n g
where spec = ......

2. ` 9� . � wf-filter for gs seq set( ZZ)
^ � � necessary for gs seq set( ZZ) � n:f 1::ng(spec)

^ 9	 . 	 necessary for gs seq set( ZZ) � n:f 1::ng(spec)
where spec = ......

Von den beiden Teilzielen kann das erste durch eine einfache Beweistaktik gel•ost werden, welche die
De�nition von generalizes au�altet und zielgerichtet nach Lemmata •uber die vorkommendenBegri�e
range und sub sucht.

Im zweiten Teilziel ist ein Filter � zu bestimmen,der die spezialisierteGlobalsuchtheorie wohlfundiert
machen kann. Da der Nachweis von Wohlfundiertheit •ublicherweiseeinen komplizierten Induktionsbe-
weisben•otigt, darf man diesenauf keinenFall zur Laufzeit desSyntheseprozessesdurchf•uhren, sondern
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mu� vorgefertigteFilter in der Wissensbankablegen.Erfahrungsgem•a� reichen hierf•ur 3{4 Filter (siehe
Beispiel 5.5.22) aus, um die meisten Routineproblemezu behandeln.Unter diesenm•ussenwir einen
ausw•ahlen, f•ur den wir nachher � � necessary for gs seq set( ZZ) � n:f 1::ng(spec) beweisenk•onnen.
Eine automatische Unterst•utzung hierf•ur ist m•oglich, da man hierzu nur die in Beispiel 5.5.24 bes-
chriebenenSchritte durch eine Taktik ausf•uhren lassenmu�. Es reicht jedoch auch aus, ein intuitiv es
Verst•andnisdesBegri�s \not wendig" zu verwenden:ausder AusgabebedingungdesCostasArrays Pro-
blems und dem Erf•ullbarkeitspr•adikat zwischen Ausgabewerten und Deskriptoren mu� die G•ultigkeit
desgew•ahlten Filters folgen.

Da ein Pr•a�x VeinerFolgep, die keinedoppelten Elemente hat, selbstwiederkeinedoppelten Elemente
hat, liegt esnahe,den Filter � 3=� S,V.nodups(V) auszuw•ahlen.

# top 1 2 2

` 9� . � wf-filter for gs seq set( ZZ)
^ � � necessary for gs seq set( ZZ) � n:f 1::ng(spec)
^ 9	 . 	 necessary for gs seq set( ZZ) � n:f 1::ng(spec)
where spec = ( ZZ, Seq(ZZ), � n. n� 1,

� n, p. nodups(p) ^ range( p)= f 1..n g ^ 8j 2 dom(p).nodups(dtrow( p,j)) )

BY ex i � S,V.nodups(V)

1. ` � S,V.nodups(V) wf-filter for gs seq set( ZZ)
2. ` � n,V.nodups(V) necessary for gs seq set( ZZ) � n:f 1::ng(spec)

where spec = ......
3. ` 9	 . 	 necessary for gs seq set( ZZ) � n:f 1::ng(spec)

where spec = ......

Von dendrei entstandenenTeilzielenfolgt daserstewiederumauseinemLemmader NuPRL-Bibliothek.
F•ur denBeweisdeszweiten Ziels l•osenwir alle De�nitionen auf, um eineeinfache Beweistaktik anwend-
bar zu machen. DieseBeweistaktik { wir haben sie Prover genannt { mu� nur in der Lage sein, ziel-
gerichtet nach Lemmata •uber die vorkommendenBegri�e zu suchen und dieseschritt weise(wie z.B. in
Beispiel5.5.24)anzuwenden.

# top 1 2 2 2

` � n,V.nodups(V) necessary for gs seq set( ZZ) � n:f 1::ng(spec)
where spec = ( ZZ, Seq(ZZ), � n. n� 1,

� n, p. nodups(p) ^ range( p)= f 1..n g ^ 8j 2 dom(p).nodups(dtrow( p,j)) )

BY undo abstractions THENunfold `specialize` THENunfold `necessary`

1. ` 8n. 8V. 9p. nodups(p) ^ range( p)= f 1..n g ^ 8j 2 dom(p).nodups(dtrow( p,j) ) ^ Vv p
) nodups(V)

* BY Prover

Damit fehlt unsnur noch der zus•atzliche Filter 	, der eigentlich nur ausE�zienzgr •undenben•otigt wird,
um den Suchraum desentstehendenAlgorithmus fr •uhzeitig zu begrenzen.Wie eben l•osenwir dazu erst
einmal die De�nitionen auf und konzentrieren uns darauf, was unmittelbar ausden Ausgabebedingung
desCostasArrays Problemsund dem Erf•ullbarkeitspr•adikat folgt.

Da wir die Eigenschaften nodups(p) und range( p)=f 1..n g bereits ausgenutzt haben, m•ussenwir
nun Folgerungenaus der dritten Bedingung ziehen.Auch hier kann man sowohl eine maschinelle Un-
terst•utzung (mit Suchenach passendenLemmatawie in Beispiel5.5.24)alsauch ein intuitiv esVerst•and-
nis des Problems einsetzen.An einer Skizzemacht man sich schnell klar, da� jede Zeile in der Di�e-
renzentafel einer Folge Vv p ein Pr•a�x der entsprechenden Zeile in der Di�erenzentafel von p ist und
dementsprechend auch die Eigenschaft •ubernimmt, keinedoppelten Vorkommenzu haben.



274 KAPITEL 5. AUTOMATISIERTE SOFTWAREENTWICKLUNG

2 4 1 6 5 3 p

-2 3 -5 1 2 Zeile 1
1 -2 -4 3 Zeile 2

-4 -1 -2 Zeile 3
-3 1 Zeile 4
-1 Zeile 5

Zeile 6

2 4 1 6 V

-2 3 -5 Zeile 1
1 -2 Zeile 2

-4 Zeile 3
Zeile 4
Zeile 5
Zeile 6

Die Deskriptorfolge mu� also selbst ein CostasArray einer kleineren Ordnung sein. Wir w•ahlen also
	 entsprechend und •uberlassenden Rest desBeweiseswieder der BeweisstrategieProver . Diesewird
wie im Falle von � � durch Suche nach geeignetenLemmata in der Lagesein,die Notwendigkeit von 	
nachzuweisen{ allerdingsmit einer deutlich gr•o�eren Anzahl von Inferenzen.

# top 1 2 2 3

` 9	 . 	 necessary for gs seq set( ZZ) � n:f 1::ng(spec)
where spec = ......

BY undo abstractions THENunfold `specialize` THENunfold `necessary`

1. ` 9	 . 8n. 8V. 9p. nodups(p) ^ range( p)= f 1..n g ^ 8j 2 dom(p).nodups(dtrow( p,j)) ^ Vv p
) 	 (n,V)

* BY ex i � n,V. 8j 2 dom(V).nodups(dtrow(V,j) THENProver

Die formale Syntheseist nun beendet:alle Komponenten sind bestimmt und dasSynthesetheorem•uber
die L•osbarkeit des CostasArrays Problems ist bewiesen.Nun kann aus dem Beweis eine Instanz des
schematischen Algorithmus extrahiert werde,den wir in Satz 5.5.28angegeben hatten. Diesebeschreibt
einenerstenlau� •ahigen,vor allemaber nachgewiesenerma�enkorrektenAlgorithmus,dennwir z.B. auch
im NuPRL Systemauswerten k•onnten.

FUNCTIONCostas(n: ZZ):Set( Seq(ZZ) ) WHEREn� 1
RETURNSf p | perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 dom(p).nodups(dtrow( p,j) ) g

=
letrec Costasgs(n,V) =

f p | p 2 f Vg ^ perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 dom(p).nodups(dtrow( p,j)) g
[

[
f Costasgs(n,W) | W2 f V�i|i 2 f 1..n gg ^ nodups(W) ^ 8j 2 dom(W).nodups(dtrow(W,j)) g

in
if nodups([]) ^ 8j 2 dom([]).nodups(dtrow([],j ))

then Costasgs(n,[]) else ;

DieserAlgorithmus entspricht im wesentlichen demjenigen,den wir bereits in Beispiel 5.5.26auf infor-
male Weisehergeleitethatten.

Das Beispiel zeigt, da� es auch in einem vollst•andig formalen Rahmen m•oglich ist, gut strukturierte Al-
gorithmen in wenigen gro�en Schritten zu entwerfen { selbst dann, wenn das Ausma� der automatischen
Unterst•utzung ehergering ist und ein Mensch dieseHerleitung alleine steuernm•usste.Der Vorteil gegen•uber
denVerfahren,die dasselbe ohneAbst•utzung auf einenformalenKalk •ul erreichen, ist ein gr•o�tm •oglichesMa�
an Sicherheit gegen•uber logischen Fehlern bei der Erstellung von Software bei gleichzeitiger Erhaltung einer
Kooperation zwischen Mensch und Maschine bei der Softwareentwicklung.

5.5.4 Divide & Conquer Algorithmen

Divide & Conquer ist eine der einfachsten und zugleich gebr•auchlichsten Programmiertechniken bei der Ve-
rarbeitung strukturierter Datentypen wie Felder,Liste, B•aume,etc. Wie Globalsuchalgorithmen l•osenDivide
& Conquer Algorithmen ein Programmierproblem durch eine rekursive Reduktion der Problemstellung in
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unabh•angigeTeilprobleme,die im Prinzip parallel weiterverarbeitet und dann zu einerL•osungdesGesamtpro-
blemszusammengesetztwerdenk•onnen.W•ahrendbei Globalsuchalgorithmenjedoch jedesdieserTeilprobleme
zu einer eigenenL•osungf•uhrt ( _ -Reduktion, Reduktion desAusgabebereichs), werdenbei Divide & Conquer
Algorithmen alle Teill•osungenben•otigt, um eine einzelneGesamtl •osung zusammenzusetzen( ^ -Reduktion,
Reduktion desEingabebereichs).

Die Grundstruktur, die all dieseAlgorithmen gemeinsamhaben,ist einerekursiveDekomposition der Einga-
ben in \kleinere" Eingabewerte, auf denender Algorithmus rekursiv aufgerufenwerdenkann, und ggf. weitere
Werte, die durch eine Hilfsfunktion weiterverarbeitet werden. Die so erzielten Werte werden dann wieder
zu einer L•osungdesOriginalproblemszusammengesetzt.Eingaben, die sich nicht zerlegenlassen,gelten als
primitiv und m•ussendirekt gel•ost werden.Formalisiert man dieseVorgehensweisein einemeinheitlichen Al-
gorithmenschema,so ergibt sich folgendeGrundstruktur von Divide & ConquerAlgorithmen.

FUNCTIONF(x:D):R WHEREI(x) RETURNSy SUCHTHATO(x,y)
= if primitive(x) then Directly-solve(x)

else (Compose� G� F � Decompose)(x)

Hierbei treten neben den Bestandteilender eigentlichen Spezi�kation die folgendenKomponenten auf.

� Ein Funktion Decompose:D ! D' � Dzur Dekomposition von Eingaben in Teilprobleme

� Eine Hilfsfunktion G:D' � R' , die zusammen32 mit einemrekursivenAufruf von F auf die Dekomposition
der Eingabewerte angewandt wird.

� Eine Kompositionsfunktion Compose: R' � R! R, welche rekursiv erzeugteTeill•osungen(und die von G
erzeugtenZusatzwerte) zu einer L•osungdesGesamtproblemms zusammensetzt.

� Ein Kontrollpr•adikat primitive auf D, welchesEingaben beschreibt, die sich nicht zerlegenlassen.

� Eine Funktion Directly-solve :D! R, welche f•ur primitiv e Eingaben einedirekteL•osungberechnet.

Die Vielseitigkeit diesesSchemasentsteht vor allem durch die Hilfsfunktion Gund ihre Ein- und Ausgabe-
bereiche D' und R' . Siekann im einfachstenFall die Identit •atsfunktion sein,welche die bei der Dekomposition
erzeugtenHilfswerte { wie dasersteElement einerendlichenFolgebei einerFirst/Rest-Zerlegung{ •uberhaupt
nicht weiterverarbeitet. Siekann identisch mit der Funktion F sein,wennDekomposition einenEingabewert in
zwei gleichartige Werte zerlegt{ wie etwa in linkeund rechte H•alfte einerendlichenFolgebei einerListSplit -
Zerlegung.Aber auch kompliziertere Zerlegungenund komplexereHilfsfunktionen sind denkbar.

6 Axiome mussenerf•ullt sein, um die Korrektheit des obigen Algorithmenschemas sicherzustellen.Die
meisten davon beschreiben die Spezi�kationen der vorkommendenTeilfunktionen. Hinzu kommt ein Axiom
•uber rekursive Zerlegbarkeit (Strong ProblemReduction Principle { kurz SPRP) und die Wohlfundiertheit
der durch die Dekomposition induzierten Ordnung auf den Eingabewerten.

1. Die direkte L•osungist korrekt f•ur primitiv e Eingabwerte.

2. Die Ausgabebedingungist rekursiv zerlegbarin Ausgabebedingungenf•ur die Dekomposition, die Hilf-
sfunktion und die Komposition (Strong ProblemReduction Principle).

3. Die Dekompositionsfunktion erf•ullt ihre Ausgabebedingungund verkleinert dabei die Eingabewerte.

4. Die Kompositionsfunktion erf•ullt ihre Ausgabebedingung.

5. Die Hilfsfunktion erf•ullt ihre Ausgabebedingung.

6. Die durch die Dekomposition induzierte Verkleinerungsrelationist einewohlfundierte Ordnung.
32Die SchreibweiseG� F ist an dieserStelle eine Abk •urzung f•ur � y',y. (G(y'),F(y)) und f � g k•urzt � x. f(g(x)) ab.
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Pr•azisiert man die obengenannten Axiome durch logische Formeln, so l•a�t sich die Korrektheit desoben-
genannten Schemasf•ur Divide & ConquerAlgorithmen relativ leicht nachweisen.

Satz 5.5.31 (Korrektheit von Divide & Conquer Algorithmen)

Es seienspec=(D, R, I, O) eine beliebigeSpezi�kation, D' und R' beliebigeDatentypen,
Decompose:D! D' � D, G:D'� R' , Compose:R' � R! R, primitive:D ! IB und Directly-solve:D ! R.
Das Programmschema

FUNCTIONF(x:D):R WHEREI(x) RETURNSy SUCHTHATO(x,y)
= if primitive(x) then Directly-solve(x) else (Compose� G� F � Decompose)(x)

ist korrekt, wennesPr•adikateOD : D� D' � D! IB, I':D' ! IB, O': D' � R' ! IB, OC : R' � R� R! IB und
eine Relation � : D� D! IB gibt, so da� die folgendensechsAxiome erf•ullt sind

1. Directly-solve erf•ullt die Spezi�kation
FUNCTIONFp(x:D):R WHEREI(x) ^ primitive(x) RETURNSy SUCHTHATO(x,y)

2. (SPRP:) F•ur alle x,y 2 D, y' 2 D', z,t 2 R und z' 2 R' gilt
OD (x,y',y) ^ O(y,z) ^ O'(y',z') ^ OC (z,z',t) ) O(x,t)

3. Decomposeerf•ullt die Spezi�kation
FUNCTIONFd(x:D):D' � D WHEREI(x) ^ : primitive(x)

RETURNSy',y SUCHTHATI'(y') ^ I(y) ^ x� y ^ OD (x,y',y)

4. Composeerf•ullt die Spezi�kation
FUNCTIONFc(z,z':R � R'):R RETURNSt SUCHTHATOC (z,z',t)

5. Gerf•ullt die Spezi�kation
FUNCTIONFG(y':D'):R' WHEREI'(y') RETURNSz' SUCHTHATO'(y',z')

6. � ist eine wohlfundierteOrdnungauf D

Bew eis: Es seienD,R,I,O, D',R',Decompose,G,Compose,pri mit ive, Dire ctl y-so lve sowie OD , I',O',O C , �
wie oben angegeben. Die Axiome 1{6 seienerf•ullt und F sei de�niert durch
F(x) = if primitive(x) then Directly-solve(x) else (Compose� G� F � Decompose)(x)

Da � nach Axiom 6 wohlfundiert ist, k•onnen wir durch strukturelle Induktion •uber (D,� )33 zeigen,da� f•ur
alle x 2 Dmit I(x) die Ausgabebedingung O(x, F(x)) erf•ullt ist.

Es sei also x 2 Dmit I(x) und esgelte O(y, F(y)) f•ur alle y 2 Dmit x� y. Wir unterscheiden zwei F•alle.

� x ist `primitiv'. Dann gilt F(x) = Directly-solve(x) .

Aus Axiom 1 folgt dann unmittelbar O(x, F(x)) .

� Es gilt : primitive(x) . Dann gilt F(x) = (Compose� G� F � Decompose)(x) .

Nach Axiom 3 berechnet Decompose(x)dann zwei Werte y' 2 D' und y 2 Dmit den Eigenschaften I'(y'),
OD (x,y',y) und x� y.

F•ur y' ist Axiom 5 anwendbar und die Berechnung von Gliefert einen Wert z' 2 R' mit O'(y',z')

F•ur y ist die Induktionsannahmeanwendbar und die Berechnung von F liefert einenWert z 2 Rmit O(y,z) .

Auf die entstandenenWerte z und z' kann die Funktion Composeangewandt werden.Nach Axiom 4 liefert
die Berechnung von Compose(z,z') einen Wert t mit OC (z,z',t) .

Insgesamt gilt f•ur die Werte x,y',y,z',z und t also OD (x,y',y) ^ O(y,z) ^ O'(y',z') ^ OC (z,z',t)
Damit ist Axiom 2 anwendbar und esfolgt O(x,t)

Da t identisch mit (Compose� G� F � Decompose)(x) ist, folgt t=F(x) , also O(x,F(x))

Damit ist die Ausgabebedingung O(x, F(x)) f•ur alle legalenEingaben erf•ullt.

Aufgrund desPrinzips der strukturellen Induktion •uber Wohlordnungen ist die AusgabebedingungO(x, F(x))
somit f•ur alle legalenEingaben erf•ullt. Hieraus folgt per De�nition die Korrektheit der Funktion F. 2

33DieseForm der Induktion, welche manchmal auf wohlfundierte Ordnungsinduktion genannt wird, basiert auf der Erkenntnis,
da� eine Eigenschaft Q[x] f•ur alle x 2 Dgilt wenn man zeigenkann, da� Q[x] aus der Annahme 8y:D. x� y ) Q[y] folgt.
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Satz 5.5.31behandelt eigentlich nur den Fall, da� die Hilfsfunktion Gverschieden von F ist. Andernfalls
m•usstedie EingabebedingungI' f•ur Gdie Ordnungsbeziehung x� y' enthalten, was formal nicht mehr ganz
dem obigenSchemaentspricht. Wir wollen diesan dieserStelle jedoch nicht weiter vertiefen34 sondernstatt-
desseneinigeEntwurfsstrategienansprechen, welche auf Satz 5.5.31und auf •ahnlichen S•atzen •uber Divide &
Conquer Algorithmen beruhen. Im Gegensatzzu der Strategie zur Entwicklung von Globalsuchalgorithmen
enthalten dieseStrategienjedoch deutlich gr•o�ere Freiheitsgrade,die einer heuristischen Steuerungbed•urfen,
da man auf ein wesentlich geringeresMa� von vorgefertigten Informationen st•utzen mu�. Sie wirken daher
nicht ganzsozielgerichtet wie Strategie5.5.25.

Alle Strategienhaben gemeinsam,da� man zun•achst mindestenseineder notwendigenKomponenten aus
einerWissensbankausw•ahlt und danndarausSpezi�kationenund L•osungender jeweilsanderenKomponenten
bestimmt. Dabei basiert die Herleitung der Spezi�kationen meist auf einer ZerlegungdesProblems in Teil-
problememit demProblemreduktionsprinzip(SPRP), w•ahrendihre L•osungenmeist eineweitereVerwendung
von Teilinformationen ausder Wissensbankoder einenerneutenSyntheseproze�(der nicht nur auf Divide &
Conquerberuht) verlangen.Die ErzeugungabgeleiteterVorbedingungen(wie z.B. desPr•adikats primitive )
spielt hierbei einewichtige Rolle. Wir wollen exemplarisch eineder Strategien im Detail beschreiben.

Strategie 5.5.32 (Syn these von Divide & Conquer Algorithmen)

Gegeben sei eine Problemspezi�kation FUNCTIONF(x:D):R WHEREI(x) RETURNSy SUCHTHATO(x,y) .

1. W•ahle eine einfacheDekompositionsfunktion Decomposesamt ihrer Spezi�kation aus der Wissensbank
und hierzu passendeine wohlfundierteOrdnungsrelation � auf D.
Hierdurch wird der Datentyp Dund das Pr•adikat OD ebenfalls festgelegt.Axiom 6 ist erf•ullt.

2. Bestimmedie Hilfsfunktion Gund ihre Spezi�kation heuristisch.W•ahlehierf•ur die Funktion F, falls D'=D
gilt und sonstdie Identit •atsfunktion.
Hierdurch werden die Pr•adikate O' und I' ebenfalls festgelegt.Axiom 5 ist erf•ullt.

3. Veri�zier e die Korrektheit von Decompose. Leite die zus•atzlichenVorbedingungenan Eingabewertex 2 D
ab, unter denendie Spezi�kation in Axiom 3 von Decomposeerf•ullt wird.
Hierdurch wird die Negation desPr•adikates primitive heuristisch festgelegt.

4. Konstruiere die AusgabebedingungOC desKompositionsoperators durch Bestimmungder Vorbedingungen
f•ur die G•ultigkeit der Formel OD (x,y',y) ^ O(y,z) ^ O'(y',z') ) O(x,t) und erf•ulle soAxiom 2.

Synthetisiere eine Funktion Compose, welcheAxiom 4 erf•ullt.
Sollte Composenicht in der Wissensbankzu �nden sein, mu� das Verfahren rekursiv aufgerufenwerden.

5. Synthetisiere eine Funktion Directly-solve , welcheAxiom 1 erf•ullt.
Die Funktion mu� •uber einen einfachen Nachweis von 8x:D. I(x) ^ primitive(x) ) 9y:R. O(x,y) kons-
truiert werden k•onnen. Ist dies nicht m•oglich, leite eine zus•atzliche Vorbedingung f•ur die G•ultigk eit dieser
Formel ab und starte das Verfahren erneut.

6. Instantiiere dasDivide & ConquerSchemamit den gefundenenParametern.
FUNCTIONF(x:D):R WHEREI(x) RETURNSy SUCHTHATO(x,y)
= if primitive(x) then Directly-solve(x) else (Compose� G� F � Decompose)(x)

Viele dieserSchritte k•onnenmit Hilfe einerTechnik zur Bestimmung von Vorbedingungenf•ur die G•ultigkeit
einer logischen Formel, die in [Smith, 1985b, Section3.2] ausf•uhrlich beschrieben ist, weitestgehendautoma-
tisiert werden.Die Synthesevon Composekann einenweiteren Aufruf desVerfahrenserfordern, bei dem eine
andereReihenfolgebei der Bestimmung der Komponenten von Divide & ConquerAlgorithmen erfolgreicher
sein mag als Strategie 5.5.32. Als alternative Vorgehensweisenwerden hierf•ur in [Smith, 1985b, Section 7]
vorgeschlagen.

34Ein etwasallgemeineres,allerdings nicht mehr ganzsoeinfach strukturiertes Schemaf•ur Divide & Conquer Algorithmen und
den dazugeh•origen Korrektheitsb eweis �ndet man in [Smith, 1982].
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� W•ahle einen einfachen Kompositionsoperator aus der Wissensbank.Konstruieren dann sukzessive die
Hilfsfunktion, die Ordnungsrelation, den Dekompositionsoperator und zum Schlu� die direkte L•osung
f•ur primitiv e Eingabewerte.

� W•ahleeineneinfachen Dekompositionsoperator und die Ordnung � ausder Wissensbank.Konstruieren
dann sukzessive den Kompositionsoperator, die Hilfsfunktion und zum Schlu� die direkte L•osung f•ur
primitiv e Eingabewerte.

Wir wollend die Strategie5.5.32am Beispielder SyntheseeinesSortieralgorithmus illustrieren.

Beispiel 5.5.33 (Syn these eines Sortieralgorithm us)

Das Sortierproblemwird durch die folgendenformale Spezi�kation beschrieben.
FUNCTIONsort(L:Seq( ZZ) ):Seq( ZZ) RETURNSS SUCHTHATSORT(L,S)

wobei SORT(L, S) eineAbk•urzung f•ur rearranges( L, S) ^ ordered( S) ist.

1. Listen •uber ganzenZahlenlassensich auf mehrereArten zerlegen.Wir k•onnten uns f•ur eineFirstRest -
Zerlegung,f•ur eineListSplit -Zerlegungin zwei (nahezu)gleicheH•alften, oder eineSplitVal -Zerlegung
in Werte unter- bzw. oberhalb einesSchwellwertesentscheiden.In diesemFalle w•ahlenwir die Funktion

ListSplit � � L. ( [ L[i]|i 2 [1..|L| � 2] ], [ L[i]|i 2 [1+|L| � 2..|L|] ] )

Die zugeh•orige AusgabebedingungOD (L,L 1,L 2) lautet L1
� L2=L ^ |L 1|=|L| � 2 ^ |L 2|=(1+|L|) � 2.

Eine der wichtigsten wohlfundierten Ordnungenauf Listen besteht in einemVergleich der L•angen.Diese
Ordnung ist nicht total, aber darauf kommt esja nicht an. Wir w•ahlen also � L,L'. |L|>|L'| .

2. Entsprechend der Heuristik in Strategie 5.5.32w•ahlen wir die Funktion sort selbst als Hilfsfunktion.
Damit werdendie Ein- und AusgabebedingungenI und Oentsprechend •ubernommen.

3. Wir stellennun die vollst•andigeSpezi�kation desDekompositionsoperators{ einschlie�lic h der Vorbedin-
gungenan sort und der beiden OrdnungsbedingungenL� L1 ^ L� L2 { auf und leiten die Vorbedingungen
f•ur die Korrektheit desProgramms
FUNCTIONFd(L:Seq( ZZ):Seq( ZZ) � Seq(ZZ) RETURNSL1,L 2

SUCHTHAT|L|>|L 1| ^ |L|>|L 2| ^ L1
� L2=L ^ |L 1|=|L| � 2 ^ |L 2|=(1+|L|) � 2

= ListSplit(L)

her. Da |L|>|L 1| nur gelten kann, wenn |L|>0 , alsoL6= [] ist, erhalten wir als Beschreibung primitiv er
Eingaben dasPr•adikat � L. L=[] .

4. Wir leiten nun die Vorbedingungenf•ur die G•ultigkeit von

L1
� L2=L ^ |L 1|=|L| � 2 ^ |L 2|=(1+|L|) � 2 ^ SORT(L1,S1), ^ SORT(L2,S2) ) SORT(L,S)

ab. Dies liefert als Kompositionsbedingungordered(S) ^ range(S)=range(S 1) [ range(S2)

Die Syntheseder Kompositionsfunktion
FUNCTIONFc(S1,S2:Seq( ZZ) � Seq(ZZ)):Seq( ZZ) WHEREordered(S 1) ^ ordered(S 2)

RETURNSS SUCHTHATordered(S) ^ range(S)=range(S 1) [ range(S2)

ben•otigt einenrekursiven Aufruf desVerfahrensmit einer anderenReihenfolgeder Einzelschritte (siehe
[Smith, 1985b, Section7.2]) und liefert den merge-Operator als Kompositionsfunktion.

5. Nun m•ussenwir nur noch die direkte L•osungf•ur primitiv e Eingaben bestimmenund •uberpr•ufen hierzu
8L:Seq(ZZ). L=[] ) 9S:Seq(ZZ). SORT(L,S). Der Beweis ist nicht schwer zu f•uhren und liefert S=L.

6. Wir instantiieren nun den schematischen Divide & Conquer Algorithmus, abstrahierendabei •uber die
beidenResultatevon ListSplit(L) und erhalten folgendenSortieralgorithmus.
FUNCTIONsort(L:Seq( ZZ)):Seq( ZZ) RETURNSS SUCHTHATrearranges(L,S) ^ ordered(S)
= if L=[] then L

else let L1,L 2 =ListSplit(L) in merge(sort(L 1),sort(L 2))
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WeitereAnwendungsbeispielef•ur eineSynthesevon Divide & ConquerAlgorithmen kannmanin [Smith, 1983a,
Smith, 1985a,Smith, 1987a]�nden.

5.5.5 Lok alsuch-Algorithmen

Bei der L•osungvon Optimierungsproblemensind lokale Suchverfahren,oft auch als Hil lclimbing-Algorithmen
bezeichnet, eine beliebte Vorgehensweise.Hierbei wird ausgehendeine optimale L•osungeinesProblems da-
durch bestimmt, da� man einebeliebigeAnfangsl•osungschritt weiseverbessert,indem man die unmittelbare
(lokale) Nachbarschaft einer L•osung nach besserenL•osungenabsucht. Dabei hat die Nachbarschaftsstruk-
tur desSuchraumeseinengro�en Ein
u� auf dasVerfahren.Kleine Nachbarschaften beschleunigendie Suche,
k•onnenaber dazuf•uhren,da� unbedeutendelokaleExtremwerte alsglobaleOptima verstandenwerden.Dieses
Problem tritt bei gr•o�eren Nachbarschaften nicht mehr auf, aber daf•ur mu� man wiederum eine erheblich
l•angereZeit f•ur die Suche in Kauf nehmen.

Die Konstruktion einer guten Nachbarschaftsstruktur spielt daher eine zentrale Rolle f•ur den Erfolg von
Lokalsuchalgorithmen. Hierbei sind zwei wichtige Eigenschaften zu ber•ucksichtigen. Zum einen mu� der Su-
chraum vollst•andig miteinander verbunden sein (Konnektivit•at), damit eine optimale L•osungvon jeder be-
liebigen L•osungauch erreicht werden kann. Zum anderenm•ussenlokale Optima auch globale Optima sein
(Exaktheit), damit lokale Suche nicht bei den falschen L•osungensteckenbleibt. Formalisiert man all diese
Voraussetzuneg,so kann man Lokalsuchalgorithmen ebenfalls als algorithmische Theorie darstellen und ein
schematischesVerfahrenglobal veri�zieren.

Die allgemeineGrundstruktur von Lokalsuchalgorithmen l•a�t sich durch folgendesSchemabeschreiben.
FUNCTIONFopt(x:D):R WHEREI(x) RETURNSy

SUCHTHATO(x,y) ^ 8t:R. O(x,t) ) cost(x,y) � cost(x,t)
= FLS (x,F(x))

FUNCTIONFLS (x:D,z:R):R WHEREI(x) ^ O(x,y) RETURNSy
SUCHTHATO(x,y) ^ 8t 2 N(x,y). O(x,t) ) cost(x,y) � cost(x,t)

= if 8t 2 N(x,z). O(x,t) ) cost(x,z) � cost(x,t)
then z else FLS (x, arb( f t | t 2 N(x,z) ^ O(x,t) ^ cost(x,z)>cost(x,t) g) )

Dabei treten neben den •ublichen BestandteilenD, R, I und Oeiner Spezi�kation folgendeKomponenten auf

� Eine totale Ordnung � auf einemKostenraum R.

� Eine Kostenfunktion cost :R!R , die jeder L•osungeineBewertung zurodnet.

� Eine Nachbarschaftsstrukturfunktion N: D� R! Set(R) , die jedem Element des L•osungsraumeseine
Mengebenachbarter Elemente zuordnet.

� Eine Initial l•osung F(x) , die korrekt im Sinneder AusgabebedingungOist.

Wie bei den anderenAlgorithmentheorien kann man nun Axiome f•ur die Korrektheit von Lokalsuchalgo-
rithmen aufstellenund durch logischeFormelnpr•azisieren.Dabei kann die Konnektivit •at der Nachbarschaftss-
truktur nur •uber eineIteration der { durch Omodi�zierten { Nachbarschaftsstrukturfunktion erkl•art werden,
die analogzur Interation von split in De�nition 5.5.15wie folgt de�niert ist.

De�nition 5.5.34

Die k-facheIteration N k
O einer NachbarschaftsstrukturN : D� R! Set(R) unter der Bedingung

O: D� R! IB ist de�niert durch

N k
O(x,y) � if k=0 then f yg else

[
f N k� 1(x,t) | t 2 N(x,y) ^ O(x,t) g

Mit dieserDe�nition k•onnenwir nun einenSatz •uber die Korrektheit von Lokalsuchalgorithmen aufstellen.
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Satz 5.5.35 (Korrektheit von Lok alsuchalgorithmen)

Es seien spec=(D, R, I, O) eine beliebige Spezi�kation, (R,� ) ein total geordneter (Kosten-)Raum,
cost:R ! R, N:D� R! Set(R) und F:D! R. Das Programmpaar

FUNCTIONFopt(x:D):R WHEREI(x) RETURNSy
SUCHTHATO(x,y) ^ 8t:R. O(x,t) ) cost(x,y) � cost(x,t)

= FLS (x,F(x))

FUNCTIONFLS (x:D,z:R):R WHEREI(x) ^ O(x,y) RETURNSy
SUCHTHATO(x,y) ^ 8t 2 N(x,y). O(x,t) ) cost(x,y) � cost(x,t)

= if 8t 2 N(x,z). O(x,t) ) cost(x,z) � cost(x,t)
then z else FLS (x, arb( f t | t 2 N(x,z) ^ O(x,t) ^ cost(x,z)>cost(x,t) g) )

ist korrekt, wenn f•ur alle x 2 D und y,t 2 R die folgendenvier Axiome erf•ullt sind

1. Korrektheit der Initial l•osung:

F erf•ullt die Spezi�kation FUNCTIONF (x:D):R WHEREI(x) RETURNSy SUCHTHATO(x,y)

2. Re
exivit •at der Nachbarschaftsstruktur: I(x) ^ O(x,y) ) y 2 N(x,y)

3. Exaktheit lokaler Optima:

I(x) ^ O(x,y) ) 8t 2 N(x,y). O(x,t) ) cost(x,y) � cost(x,t)
) 8t:R. O(x,t) ) cost(x,y) � cost(x,t)

4. Erreichbarkeit g•ultiger L•osungen: I(x) ^ O(x,y) ^ O(x,t) ) 9k: IN. t 2 Nk
O(x,y)

Auf einenBeweisund die Beschreibung einerkonkretenStrategiezur Erzeugungvon Lokalsuchalgorithmen
wollen wir an dieserStelleverzichten. InteressierteLeserseienhierf•ur auf [Lowry, 1988,Lowry, 1991]verwiesen.

5.5.6 Vorteile algorithmisc her Theorien f •ur Syntheseverfahren

Praktische Erfahrungen mit bisherigenAns•atzen zur Programmsyntheseund vor allem der gro�e Erfolg des
KIDS Systemshaben gezeigt,da� ein Verfahrenzur Synthesevon Programmenmit Hilfe von Algorithmen-
schemata eine Reihe praktischer Vorteile gegen•uber anderenSyntheseverfahren hat. Diese liegen vor allem
darin begr•undet, da� formale Schl•ussenauf einem sehr hohen Abstraktionsniveau statt�nden und auf die
L•osung von Teilproblemen abzielen,welche aus Erkenntnissen •uber Programmiertechniken erkl•arbar sind.
Die Hauptvorteile sind ein sehr e�zientes Syntheseverfahren, die Erzeugunge�zienter Algorithmenstruktu-
ren, ein wissensbasiertesVorgehenund ein sehrstarkesformales theoretischesFundament.

DasSyntheseverfahrenist vor allem deshalbsoe�zien t, weil der eigentliche Syntheseproze�durch aufwen-
dige theoretische Voruntersuchungen erheblich entlastet wird. Die tats•achliche Beweislast wird vom Ablauf
desSyntheseverfahrensin seineEntwicklung { alsoin denEntwurf der Algorithmentheorienund ihren Korrek-
theitsbeweis { verlagert, wo sienur ein einzigesMal durchgef•uhrt werdenmu�. Zudemkann die •Uberpr•ufung
der schwierigeren Axiome einer Algorithmentheorie oft dadurch entfallen, da� Techniken zur Verfeinerung
vorgefertigter Teill•osungenzur Verf•ugungstehen.Insgesamt ist ein solchesVerfahrenerheblich zielgerichteter
als andereund somit auch leichter zu verstehenund leichter zu steuern{ selbstdann, wenn nur wenig auto-
matische Unterst•utzung bereitsteht. Die gew•unschte Kooperation zwischenMenschund Computer ist somit
erstmaligerreichbar: der Mensch kann sich tats•achlich auf Entwurfsentscheidungenkonzentrieren w•ahrenddie
formalen Details durch den Computer (bzw. die Vorarbeiten) abgehandeltwerden.

Auch die erzeugtenAlgorithmen k•onnenerheblich e�zien ter seinals solche, die zum Beispieldurch (reine)
Extraktion auskonstruktiven Beweisengewonnenwerdenk•onnen.Der Grund hierf•ur ist einfach: eswird eine
sehr e�ziente Grundstruktur vorgegeben und nach •Uberpr•ufung der Axiome instantiiert. F•ur die Erzeugung
der Algorithmen k•onnensomit alle bekannten Erkenntnisse•uber gute Programmstrukturen eingesetztwerden.
Ine�zien te Bestandteile,die sich in speziellenF•allen ergeben, bestehenim wesentlichen nur aus Redundan-
zenund k•onnendurch achtr •agliche Optimierungen beseitigt werden.Zudem ist esohneweiteresm•oglich, die
Schemata in nahezujeder beliebigenProgrammiersprache zu formulieren { alsozum BeispieldasSchemaf•ur
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Globalsuchalgorithmen aus Satz 5.5.16auch in C, Pascal,Ei�el, C++, LISP, ML, Prologoder einer Parallel-
verarbeitungssprache auszudr•ucken. An dem entsprechendenSatz und seinemKorrektheitsbeweis w•urde sich
nur wenig •andern, da zus•atzlich nur die konkrete Semantik der Programmiersprache in den Beweis integriert
werden mu�, die zentrale Beweisideeaber nur von der algorithmischen Struktur abh•angt. In den anderen
Syntheseparadigmenist der •Ubergangauf eine andereProgrammiersprache verh•altnism•a�ig kompliziert, da
hier beliebigeProgramme •ubersetzt werden m•ussen,ohne da� man von Erkenntnissen •uber deren Struktur
Gebrauch machen kann.

Syntheseverfahrenauf der Basisalgorithmischer Theoriensind die einzigenVerfahren,bei denenman wirk-
lich von einer Verarbeitung von Wissen sprechen kann, da hier Erkenntnisse •uber Algorithmen als Theoreme
vorliegen.W•ahrendalle Syntheseverfahrenin der Lagesind, Lemmata •uber verschiedeneAnwendungsbereiche
mehr oder wenigerexplizit zu verarbeiten, �ndet die Verarbeitung von Programmierwisseneigentlich nur bei
der Anwendungalgorithmischer Theorien statt. Bei andersartigenVerfahren ist Programmierwissenbesten-
falls zu einem geringenAnteil { und auch nur implizit { in der Codierung der Synthesestrategieenthalten,
welche die Anwendungelementarer Inferenz-bzw. Transformationsregelnsteuert.

Das formale theoretische Fundament ist die Basisall dieserguten Eigenschaften. Es sichert die Korrektheit
der erzeugtenAlgorithmen auf eine leicht zu verstehendeArt und Weiseund weist auch den Weg f•ur eine
unkomplizierte realisierungvon Synthesestrategienmit einemProgramm- und Beweisentwicklungssystem f•ur
einenuniversellenlogischen Formalismus wie die intuitionistische Typentheorie.

5.6 Nachtr •aglic he Optimierung von Algorithmen

Algorithmen, die durch automatisierte Syntheseverfahren aus formalen Spezi�kationen erzeugtwurden, sind
nur selten optimal, da ein allgemeinesSyntheseverfahren nicht auf alle Details desProblemseingehenkann,
welches durch den zu erzeugendenAlgorithmus gel•ost werden soll. Zwangsl•au�g bleiben nach der Synthese
gewisseRedundanzenund ine�zien te Teilberechnungenzur•uck, die ein geschulter menschlicher Programmierer
schnell als solche erkennenw•urde. Sie im Voraus zu vermeidenw•urde aber den eigentlichen Syntheseproze�
unn•otig belasten,da die Suche nach anwendbarenUmformungenerheblich ausgedehnt und durch Heuristiken,
welche die E�zienz bestimmter Teilkonstrukte bewerten, gesteuertwerdenm•usste.Stattdessenbietet essich
an, nachtr•agliche Optimierungen vorzunehmen,die von einem Menschen gesteuertwerden, und hierzu eine
Reihevon Grundtechniken bereitzustellen,welche die Korrektheit der Optimierungsschritte garantieren.

Programmtransformationen zur Optimierung von Algorithmen sind ein gro�es Forschungsgebietf•ur sich,
dasan dieserStellenicht ersch•opfendbehandeltwerdenkann. Wir wollen unsstattdessenauf die Beschreibung
einigereinfacher Optimierungstechniken konzentrieren, die sich gut in ein formalesSynthesesystemintegrieren
lassen.Die meistendieserTechniken sind bereits in dem KIDS System[Smith, 1990, Smith, 1991a]enthalten
und haben sich als sehr wirksame Hilfsmittel bei der wissensbasiertenErzeugung e�zien ter Algorithmen
aus formalen Spezi�kationen erwiesen.Als Leitbeispiel verwenden wir eine nachtr •agliche Optimierung des
L•osungsalgorithmus f•ur das Costas Arrays Problem, den wir in Beispiel 5.5.26 auf Seite 266 synthetisch
erzeugthatten.

5.6.1 Simpli�k ation von Teilausdr •ucken

Die einfachste aller Optimierungstechniken ist die Simpli�k ation von Teilausdr•ucken des Programmtextes.
Hierdurch sollen unn•otig komplexeAusdr•ucke durch logisch •aquivalente, aber einfachere Ausdr•ucke ersetzt
werden,wobei die BedeutungdieserAusdrucke und die algorithmische Struktur desProgrammskeine Rolle
spielen darf. Aus logischer Sicht bestehenSimpli�k ationen aus einer Anwendung gerichteter Gleichungen
als Rewrite-Regeln (z.B. durch Substitution oder Lemma-Anwendung). Dabei unterscheidet man kontextu-
nabh•angigeund kontextabh•angigeSimpli�k ationen.

� Bei kontextunabh•angigen(CI-) Simpli�k ationen wird ausschlie�lic h der zu vereinfachendeTeilausdruck
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betrachtet und mit Hilfe von Rewrite-RegelnohneVorbedingungensolangeumgeschrieben,bis keineVe-
reinfachungsregelmehr angewandt werdenkann. Sowird zum Beispielder Ausdruck a 2 (x.[]) � (b.L)
mit den Lemmata ausAppendix B.2 wie folgt schritt weisevereinfacht werden.

a 2 (x.[]) � (b.L) 7! a 2 x.([] � (b.L)) 7! a 2 x.(b.L) 7! a=x _ a 2 b.L 7! a=x _ a=b _ a 2 L

� Bei kontextabh•angigen(CD-) Simpli�k ationen werdenbedingte Rewrite-Regeln bzw. bedingteGleichun-
genf•ur die Vereinfachung einesTeilausdrucks eingesetzt.Hierbei spielt { wie der Namebereitsandeutet
{ der Kontext deszu vereinfachendenTeilausdrucks einewesentliche Rolle, denn hierausergibt sich, ob
eine bedingte Gleichung wie a 2 S ^ p(a) ) 8x 2 S. p(x) , 8x 2 S-a. p(x) auf einen gegebenen
Ausdruck •uberhaupt anwendbar ist.

Der Kontext wird dabei im Vorausdurch eineAnalysedesabstrakten Syntaxbaumesbestimmt, in dem
sich der Teilausdruck be�ndet, wobei Ausdr•ucke wie z.B. der Test einerFallunterscheidung,benachbarte
Konjunkte in einem generellenSet-Former f f(x) | x 2 S ^ p(x) ^ q(x) g oder die Vorbedingungender
WHERE-Klausel zum Kontext geh•oren.

Eine der wesentlichen Aspekte der kontextabh•angigen Simpli�k ation ist die Elimination redundanter
Teilausdr•ucke im Programmcode wie zum Beispieldie •Uberpr•ufung einer Bedingung,die bereits in den
VorbedingungendesProgrammsauftaucht.

•Ublicherweisewird eineSimpli�k ation in Kooperation mit einemBenutzer desSystemsdurchgef•uhrt. Dieser
gibt an, welche konkretenTeilausdr•ucke vereinfacht werdensollenund welcher Art die Vereinfachung seinsoll.
Hierdurch erspart man sich die aufwendigeSuche nach simpli�zierbaren Teilausdr•ucken, die einemMenschen
beim erstenHinsehensofort au�allen. Wir wollen diesan unseremLeitbeispiel illustrieren.

Beispiel 5.6.1 (Costas Arra ys Algorithm us: Simpli�k ationen)

In Beispiel5.5.26hatten wir den folgendenAlgorithmus zur L•osungdesCostasArrays Problemsdurch
Instantiierung einesGlobalsuch-Schemaserzeugt.

FUNCTIONCostas (n: ZZ):Set( Seq(ZZ) ) WHEREn� 1
RETURNSf p | perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j)) g

= if nodups([]) ^ 8j 2 domain([]).nodups(dtrow ([] ,j))
then Costasgs(n,[]) else ;

FUNCTIONCostasgs (n: ZZ,V:Seq( ZZ)):Set( Seq(ZZ) )
WHEREn� 1 ^ range(V) � f 1..n g ^ nodups(V) ^ 8j 2 domain(V).nodups(dtrow( V,j) )
RETURNSf p | perm(p, f 1..n g) ^ Vv p ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j)) g

= f p | p 2 f Vg ^ perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p, j)) g

[
[

f Costasgs(n,W) | W2 f V�i|i 2 f 1..n gg ^ nodups(W) ^ 8j 2 domain(W).nodups(dtrow( W,j )) g

In diesemAlgorithmenpaar gibt eseineReiheo�ensichtlicher Vereinfachungsm•oglichkeiten, die im Pro-
grammtext umrandet wurden. So ist nach Lemma B.2.24.1 nodups([]) immer g•ultig 35 und ebenso
8j 2 domain([]).nodups(dtrow ([], j)) nach Lemma B.2.21.1 und B.1.11.1. der gesamte umrandete
Ausdruck vereinfacht sich somit zu true , was zur Folgehat, da� dasKonditional

if nodups([]) ^ 8j 2 domain([]).nodups(dtrow ([], j)) then Costasgs(n,[]) else ;

35DiesesLemma zu �nden ist nicht schwer, da der •au�ere Operator nodup und der innere Operator [] zusammeneindeutig
bestimmen, welches Lemma •uberhaupt anwendbar ist. Bei einer entsprechenden Strukturierung der Wissensbankkann dieses
Lemma in konstanter Zeit gefundenwerden.
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insgesamt zu Costasgs(n,[]) vereinfacht werdenkann. Auf •ahnliche Weiselassensich auch die anderen
umrandeten Ausdr•ucke mit den Gesetzenendlicher Mengenund Folgen vereinfachen. Die Anwendung
kontextunabh•angigerVereinfachungenf•uhrt somit zu dem folgendenvereinfachten Programmpaar.

FUNCTIONCostas (n: ZZ):Set( Seq(ZZ) ) WHEREn� 1
RETURNSf p | perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j )) g

= Costasgs(n,[])

FUNCTIONCostasgs (n: ZZ,V:Seq( ZZ)):Set( Seq(ZZ) )

WHEREn� 1 ^ range(V) � f 1..n g ^ nodups(V) ^ 8j 2 domain(V).nodups(dtrow(V ,j))

RETURNSf p | perm(p, f 1..n g) ^ Vv p ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j )) g

= (if perm(V, f 1..n g) ^ 8j 2 domain(V).nodups(dtrow(V,j )) then f Vg else ; )

[
[

f Costasgs(n,V �i) |i 2 f 1..n g ^ nodups(V�i) ^ 8j 2 domain(V�i).nodups(dtrow(V �i,j)) g

Das aufrufendeHauptprogramm kann nun nicht mehr weiter vereinfacht werden. In der Hilfsfunktion
Costasgs bietet sich an vielenStellenjedoch einekontextabh•angigeVereinfachung an, da im Programm-
code eineReihevon Bedingungengepr•uft werden,die bereits in den Vorbedingungengenannt sind. Die
zusammengeh•origen Ausdr•ucke und ihre relevanten Kontexte sind durch gleichartige Markierungenge-
kennzichnet, wobei ein Kontext durchaus mehrfach Verwendung �nden kann. So ist zum Beispiel der
Ausdruck perm(V,f 1..n g) •aquivalent zu range(V) � f 1..n g ^ f 1..n g� range(V) ^ nodups(V). Da
zwei dieserdrei Klauselnbereitsin denVorbedingungengenannt sind, kann perm(V,f 1..n g) im Kontext
der Vorbedingungenzu dem Ausdruck f 1..n g� range(V) vereinfacht werden.Auf •ahnliche Art k•onnen
wir auch die anderenmarkierten Teilausdr•ucke vereinfachen und erhalten als Ergebniskontextabh•angi-
ger Simpli�k ationen.

FUNCTIONCostas (n: ZZ):Set( Seq(ZZ) ) WHEREn� 1
RETURNSf p | perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j )) g

= Costasgs(n,[])

FUNCTIONCostasgs (n: ZZ,V:Seq( ZZ)):Set( Seq(ZZ) )
WHEREn� 1 ^ range(V) � f 1..n g ^ nodups(V) ^ 8j 2 domain(V).nodups(dtrow(V, j))
RETURNSf p | perm(p, f 1..n g) ^ Vv p ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j )) g

= (if f 1..n g� range(V) then f Vg else ; )
[

[
f Costasgs(n,V �i) | i 2 f 1..n gnrange(V) ^ 8j 2 domain(V). (V[|V|+1-j]-i) 62dtrow(V,j) g

5.6.2 Partielle Ausw ertung

Eine besondereArt der Vereinfachung bietet sich immer dann an, wenn in einemAusdruck Funktionen mit ei-
nemkonstantem (Teil-)Argument vorkommen.Dieslegt denVersuch nahe,dieseFunktion soweit wie m•oglich
im voraus auszuwerten, also eine sogenannte Partiel le Auswertung[Bjorner et.al., 1988] oder Spezialisierung
[Scherlis,1981] des Programmsbereits zur Entwurfszeit vorzunehmen.Dies erspart die entsprechendenBe-
rechnungenzur Laufzeit desProgramms.

Bei funktionalen Programmenbesteht partielle Auswertung36 ausdem simplen Au�alten einer Funktions-
de�nition, gefolgt von einer Simpli�k ation. Dies wird so lange durchgef•uhrt, wie konstante Teilausdr•uck vo-
rhandensind. Wir wollen diesan einemeinfachen Beispiel illustrieren.

36Dies deckt nat•urlich nicht alle M•oglichkeiten ab, bei denen eine partielle Auswertung m•oglich ist. Auch Operationen mit
mehreren Argumenten, von denen nur eines konstant ist, k•onnen mit den aus der Literatur bekannten Techniken behandelt
werden. Zudem ist bei imperativen Programmen die partielle Auswertung deutlich aufwendiger, da Zust•ande von Variablen
ber•ucksichtigt werden m•ussen.
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Beispiel 5.6.2

Ein Teilausdruck der Form |[4;5] � V|, wobei V ein beliebigerProgrammausdruck { zum Beispiel eine
Variable { ist, kann wie folgt partiell ausgewertet werden.

|[4;5] � V| Au�alten der De�nition von concat
= |4. ([5] � V)| Au�alten der De�nition von concat
= |4. (5. ([] � V))| Au�alten der De�nition von concat
= |4. (5. V)| Au�alten der De�nition von length
= 1 + |5. V| Au�alten der De�nition von length
= 1 + 1 + |V| arithmetischeSimpli�kation
= 2 + |V|

Wie bei denSimpli�k ationen mu� der auszuwertendeTeilausdruck durch denBenutzer ausgew•ahlt werden.
In einfachen F•allen deckt sich die partielle Auswertung mit der kontextunabh•angigenSimpli�k ation, da hier
das Au�alten der Funktionsde�nition einer Lemma-Anwendung gleichkommt. Die wirklichen St•arken der
partiellen Auswertung kommendaher erst bei der Behandlungneu erzeugterFunktionen zum Tragen.

5.6.3 Endlic he Di�erenzierung

In manchen Programmenwerden innerhalb einer Schleife oder einer RekursionTeilausdr•ucke berechnet, de-
ren Hauptargument die Schleifenvariable (bzw. ein Parameter desrekursiven Aufrufs) ist. DieseBerechnung
kann vereinfacht werden, wenn ein Zusammenhangzwischen der •Anderung der Schleifenvariablen und dem
berechneten Teilausdruck festgestellt werden kann. In diesemFall lohnt es sich n•amlich, den Teilausdruck
inkrementell zu berechnen, anstatt die Berechnung in jedemSchleifendurchlauf neu zu starten. Dies kann zu
einer signi�k anten Beschleunigungder Berechnung f•uhren.

Soverbraucht zumBeispieldie Berechnung von f 1..n gnrange(V) in der Hilfsfunktion Costasgs ausBeispiel
5.6.1 in etwa |V|*n Schritte. Ber•ucksichtigt man jedoch, da� bei jedem rekursiven Aufruf von Costasgs die
Variable V durch V�i ersetzt wird, so lie�e sich die Berechnung dadurch vereinfachen, da� man eine neue
Variable Pool einf•uhrt, welche die Menge f 1..n gnrange(V) inkrementell verwaltet. Bei einem rekursiven
Aufruf braucht Pool dannnur entsprechendder •Anderungvon Vin Pool-i umgewandelt werden,waserheblich
schneller zu berechnen ist.

Die soeben angedeuteteTechnik, durch Einf•uhrung einer zus•atzlichen Variablen eine inkrementelle Be-
rechnung wiederkehrender Teilausdr•ucke zu erm•oglichen, hei�t in der Literatur endliche Di�er enzierung
[Paige,1981,Paige& Koenig,1982],da eben nur noch die di�erentiellen Ver•anderungenw•ahrend einesRe-
kursionsaufrufesberechnet werden m•ussen.Im Kontext funktionaler Programmel•a�t sich endliche Di�eren-
zierung in zwei elementarere Operationenzerlegen,n•amlich in einer Abstraktion •uber einen Teilausdruckund
eineanschlie�ende Simpli�k ation.

� Die Abstraktion eines Algorithmus f mit der Variablen x •uber einen TeilausdruckE[x] erzeugt einen
neuenAlgorithmus f 0, der zus•atzlich zu den Variablen von f eine neueVariable c besitzt. Die Vorbe-
dingung von f wird um c=E[x] erweitert und im Funktionsk•orper wird jeder Aufruf der Gestalt f ( t[x])
durch f 0( t[x], E [t[x]]) ersetzt.In •ahnlicher Weisewird auch jederexterneAufruf der Gestalt f ( u) durch
f 0( u, E[u]) ersetzt.

Eine Abstraktion transformiert alsoeineMengevon Programmender Gestalt
FUNCTIONg... WHERE... RETURNS... SUCHTHAT... = .... f ( u) ....

FUNCTIONf ( x: D ): R WHEREI [x] RETURNSy SUCHTHATO[x; y]
= .... E [x] ... f ( t[x]) ....

in die folgendeMengevon Programmen
FUNCTIONg... WHERE... RETURNS... SUCHTHAT... = .... f 0( u, E [u]) ....

FUNCTIONf 0( x: D , c: D 0): R WHEREI [x] ^ c=E[x] RETURNSy SUCHTHATO[x; y]
= .... E [x] ... f 0( t[x], E [t[x]]) ....
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� Die anschlie�ende Simpli�k ation beschr•ankt sich auf die Ber•ucksichtigung der neu entstandenenGlei-
chung c=E[x], die als Kontext der Teilausdr•ucke desProgrammk•orpers von f 0 hinzukommt.

Kontextabh•angigeSimpli�k ation wird nun gezielt auf alle Teilausdr•ucke der Form E[t[x]] angewandt,
wobei vor allem versucht wird dieseTeilausdr•ucke in die Form t0[E [x]] umzuwandeln.Anschlie�end wird
jedesVorkommenvon E[x] zu c vereinfacht.

Wieder ist esder Benutzer, der denkonkretenTeilausdruck E[x] ausw•ahlt, mit demendlicheDi�erenzierung
durchgef•uhrt werdensoll. Wir wollen diesan unseremLeitbeispiel illustrieren.

Beispiel 5.6.3 (Costas Arra ys Algorithm us: Endlic he Di�erenzierung)

Mit den in Beispiel5.6.1durchgef•uhrten Vereinfachungenhatten wir folgendeVersiondesCostasArrays
Algorithmus erzeugt.

FUNCTIONCostas (n: ZZ):Set( Seq(ZZ) ) WHEREn� 1
RETURNSf p | perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j )) g

= Costasgs(n,[])

FUNCTIONCostasgs (n: ZZ,V:Seq( ZZ)):Set( Seq(ZZ) )
WHEREn� 1 ^ range(V) � f 1..n g ^ nodups(V) ^ 8j 2 domain(V).nodups(dtrow(V, j))
RETURNSf p | perm(p, f 1..n g) ^ Vv p ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j )) g

= (if f 1..n g� range(V) then f Vg else ; )
[

[
f Costasgs(n,V �i) | i 2 f 1..n gnrange(V) ^ 8j 2 domain(V). (V[ |V|+1 -j]-i) 62dtrow(V,j) g

Ein ge•ubter Programmierererkennt relativ schnell, da� diest•andigeNeuberechnung von f 1..n gnrange(V)
den Algorithmus unn•otig ine�zien t werden l•a�t. Ebenso•uber
 •ussigist die Berechnung von |V|+1 , die
sich ebenfalls nur inkrementell •andert. Beide Ausdr•ucke werden vom Benutzer gekennzeichnet. Nach
(zweimaliger) Anwendungder endlichen Di�erenzierung ergibt sich dann folgendesProgrammpaar.

FUNCTIONCostas (n: ZZ):Set( Seq(ZZ) ) WHEREn� 1
RETURNSf p | perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j )) g

= Costasgs2(n,[], f 1..n g,1)

FUNCTIONCostasgs2 (n: ZZ,V:Seq( ZZ), Pool:Set( ZZ),Vsize: ZZ):Set( Seq(ZZ) )
WHEREn� 1 ^ range(V) � f 1..n g ^ nodups(V) ^ 8j 2 domain(V).nodups(dtrow(V, j))

^ Pool = f 1..n gnrange(V) ^ Vsize = |V|+1
RETURNSf p | perm(p, f 1..n g) ^ Vv p ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j )) g

= (if Pool=; then f Vg else ; )
[

[
f Costasgs2(n,V �i,Pool � i,Vsize+1) | i 2 Pool ^ 8j 2 domain(V). (V[Vsize-j]-i) 62dtrow(V,j) g

Man beachte, da� hierbei f 1..n g� range(V) in f 1..n gnrange(V)= ; umgewandelt und dann durch
Pool=; ersetzt wurde. Genausok•onnte man in dem neuenKontext auch domain(V) zu f 1..Vsize-1 g
vereinfachen, was aber gezielt geschehenm•ussteund keinengro�en Gewinn bringt.

Durch die endliche Di�erenzierung werden •ubrigens auch sinnvolle neue Datenstrukturen und Konzepte
eingef•uhrt, die im Algorithmusbishernicht verarbeitet wurden.Soist zum Beispieldie Verwaltung einesPools
von Werten, die noch als m•ogliche Erg•anzungder FolgeV benutzt werdenk•onnen,ein wichtiges Konzept, das
auch einemmenschlichen Programmiererschnell in den Sinn kommenk•onnte. Hier wurde esnun durch eine
allgemeineOptimierungstechnik nachtr •aglich in den Algorithmus eingef•ugt.

5.6.4 Fallanalyse

In Programmen, die Konditionale der Form if P then e1 else e2 vorkommen, mag es sinnvoll sein, die
Fallunterscheidung mit P auf den gesamten Programmk•orper auszuweiten, um so weitere kontextabh•angige
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Simpli�k ationen durchf•uhren zu k•onnen. Durch eine solche Art der Fallanalyse k•onnte man zum Beispiel
herausbekommen,da� die Funktion Costasgs2 niemalsaufgerufenwird, wenn Pool=; ist, und die beidenmit
[ verbundenenTeilausdr•ucke somit disjunkte F•alle beschreiben.

Die einfachste Technik der Fallanalyse•uber einer BedingungP besteht darin, einenTeilausdruck E durch
if P then E else E zu ersetzenund anschlie�end kontextabh•angigeSimpli�k ationenauf beidenInstanzen
von E auszuf•uhren. Auch dieswollen wir an unseremLeitbesipiel illustrieren.

Beispiel 5.6.4 (Costas Arra ys Algorithm us: Fallanalyse)
Nach der endlichen Di�erenzierung hatte der CostasArrays Algorithmus die folgendeForm.

FUNCTIONCostas (n: ZZ):Set( Seq(ZZ) ) WHEREn� 1
RETURNSf p | perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j)) g

= Costasgs2(n,[], f 1..n g,1)

FUNCTIONCostasgs2 (n: ZZ,V:Seq( ZZ), Pool:Set( ZZ),Vsize: ZZ):Set( Seq(ZZ) )
WHEREn� 1 ^ range(V) � f 1..n g ^ nodups(V) ^ 8j 2 domain(V).nodups(dtrow( V,j) )

^ Pool = f 1..n gnrange(V) ^ Vsize = |V|+1
RETURNSf p | perm(p, f 1..n g) ^ Vv p ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j)) g

= (if Pool=; then f Vg else ; )

[
[

f Costasgs2(n,V �i,Pool � i,Vsize+1) | i 2 Pool ^ 8j 2 domain(V). (V[Vsize-j]-i) 62dtrow(V,j) g

Eine Fallanalyse des Programmk•orpers von Costasgs2 •uber der markierten Bedingung Pool=; f•uhrt

dazu, da� im positiven Fall der Ausdruck
[

f Costasgs2(....) | i 2 ; ^ ... g entsteht, der wiederum
zu ; vereinfacht werden kann. Damit haben wir in beiden F•allen eine Vereinigung mit einer leeren
Menge,was zu der folgendenvereinfachten VersiondesAlgorithmus f•uhrt.

FUNCTIONCostas (n: ZZ):Set( Seq(ZZ) ) WHEREn� 1
RETURNSf p | perm(p, f 1..n g) ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j)) g

= Costasgs2(n,[], f 1..n g,1)

FUNCTIONCostasgs2 (n: ZZ,V:Seq( ZZ), Pool:Set( ZZ),Vsize: ZZ):Set( Seq(ZZ) )
WHEREn� 1 ^ range(V) � f 1..n g ^ nodups(V) ^ 8j 2 domain(V).nodups(dtrow( V,j) )

^ Pool = f 1..n gnrange(V) ^ Vsize = |V|+1
RETURNSf p | perm(p, f 1..n g) ^ Vv p ^ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j)) g

= if Pool=;
then f Vg
else

[
f Costasgs2(n,V �i,Pool � i,Vsize+1) | i 2 Pool ^ 8j 2 domain(V).(V[Vsize-j]-i) 62dtrow(V,j) g

5.6.5 Daten typverfeinerung

Mit den bisherigen Techniken haben wir vor allem die M•oglichkeiten einer algorithmischen Optimierung
synthetisierter Programme beschrieben. Dar•uberhinaus kann man aber noch weitere E�zienzsteigerungen
dadurch erhalten, da� man f•ur abstrakt de�nierte Datentypen wie Listen, Mengen,Graphen etc. und ihre
Operationeneine Implementierung ausw•ahlt, die f•ur den konkreten Algorithmus besondersgeeignetist.

So k•onnen endliche Mengen zum Beispiel durch Listen, Felder (Bitv ektoren), B•aume, charakteristische
Funktionen etc. implementiert werden.Listen wiederumk•onnenin vow•arts oder r•uckw•arts verketteter Form
dargestellt werden. Welche dieser Implementierungen f•ur eine konkrete Variable des Algorithmus gew•ahlt
werden sollte, h•angt dabei im wesentlichen von den damit verbundenenOperationen ab. So emp�ehlt sich
einer•uckw•arts verkettete Liste immer dann,wennvieleAppend-Operationenim Algorithmusvorkommen,was
innerhalb von Costasgs2 zum Beispielf•ur die Variable Vgilt. Felder f•ur endliche Mengensind empfehlenswert,
wenndiese{ wie die VariablePool { eineMaximalgr•o�e nicht •uberschreiten und h•au�g die 2 -Relation getestet
wird.
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Die Wahl einer konkreten Implementierung f•ur ein abstrakt de�niertes Konstrukt nennt man Datentyp-
verfeinerung [Schonberg et.al., 1981, Blaine & Goldberg,1990a, Blaine & Goldberg,1990b].DieseTechnik ist
sehr sicher, wenn das Syntheseystemeine Reihe von Implementierungen f•ur einen abstrakten Datentyp {
sowie die eventuell n•otigen Konversonsoperationen{ bereith•alt, ausdenenein Benutzer dann separatf•ur jede
einzelneVariable eineAuswahl tre�en kann. Da die richtige Wahl einer Implementierung sehrstark von einer
Einsch•atzung der H•au�gkeit bestimmter Operationenabh•angt, kann siebishernur beschr•ankt automatisiert37

werden.

5.6.6 Compilierung und sprachabh •angige Optimierung

Die letzte M•oglichkeit zueinerOptimierung von synthetisch erzeugtenAlgorithmen besteht in einer •Ubersetzung38

der Algorithmen in eine konkrete Programmiersprache, die e�zien ter zu verarbeiten ist als die abstrakte
mathematische Sprache, in der alle anderen Schritte stattgefunden haben. Dieser Schritt sollte erst dann
ausgef•uhrt werden, wenn alle anderenM•oglichkeiten ausgesch•opft wurden, da eine algorithmische Optimie-
rung nach einer •Ubersetzungerheblich schwerer ist. Sprachabh•angige Optimierungen k•onnen im Anschlu�
daran durchgef•uhrt werden,wobei man sich allerdingsauf die in einenCompiler der Zielsprache eingebauten
M•oglichkeiten beschr•anken sollte.

5.7 Diskussion

Wir haben in diesemKapitel die verschiedenenTechniken zur Erzeugung e�zien ter Algorithmen aus ih-
ren formalen Spezi�kationen vorgestellt und aufgezeigt,wie dieseMethoden in einen allgemeinenlogischen
Formalismus wie der Typentheorie desNuPRL Systemsintegriert werden k•onnen. Damit sind wir unserem
uspr•unglichem Ziel, durch Verfahren zur rechnergest•utzten Softwareentwicklung eine Antwort auf die Soft-
warekrisezu �nden, einendeutlichen Schritt n•ahergekommenund mehr oder wenigerbis an den derzeitigen
Stand der Forschungenvorgedrungen.

Es hat sich herausgestellt,da� Programmsyntheseverfahren prinzipiell notwendig sind, um die derzeitige
Praxis der Programmierungzu verbessernund im Hinblick auf die Erzeugungkorrekter und wiederverwendba-
rer Software zu unterst•utzen. Trotz einigerspektakul•arer Teilerfolge39 sind Programmsynthesesystemejedoch
noch weit davon entfernt, Marktreife zu erlangen.Zu viele Fragen { vor allem im Hinblick au die Erzeu-
gung formaler Spezi�kationen und die Synthese komplerer Systeme{ sind noch ungekl•art und das Gebiet
deswissensbasiertenSoftware-Eingineering ist mehr denn je ein zukunftstr•achtiges Forschungsgebiet,dasvon
fundamentaler Bedeutungf•ur die Informatik ist.

Unter den bisherigenAns•atzen erscheint der Weg •uber algorithmische Theorien der sinnvollste zu sein,vor
allem weil der die St•arkender Paradigmen\BeweisealsProgramme"und \Synthesedurch Transformationen"
auf einem hohen Abstraktionsniveau miteinander zu verbinden wei� und dem Ideal der wissensbasierten
Programmsynthese am n•achsten kommt. Bei diesemAnsatz mu� allerdings der Gefahr begegnetwerden,

37Dadurch, da� die Implementierung jedoch automatisch erstellt wird, bietet sich die M•oglichkeit einesexperimentellen Vorge-
hensan, bei dem man das Laufzeitverhalten verschiedenerImplementierungen einer Variablen im konkreten Fall austestet und
anhand dieser Erkenntnisse seineWahl tri�t. Die Testergebnissek•onnen hierbei jedoch nur einen Hinweischarakter haben und
eine gr•undliche Analyse desentstandenen Algorithm us nicht ersetzen.

38Die Sprache LISP ist hierf•ur am besten geeignet,da unsereabstrakte mathematische Sprache ebenfalls funktional ist und
somit kein Paradigmenwechselstatt�nden m•usste.Da LISP auf gr•o�eren Computern mittlerw eile genausoschnell ist wie andere
g•angigeProgrammiersprachen, besteht auch kein Grund, eine andereZielsprache zu w•ahlen, solangeder generierteAlgorithm us
nicht in ein festes Softwarepaket eingebaut werden soll. Die •Ubersetzung in andere Zielsprachen wird daher erst bei einem
kommerziellenEinsatz von Programmsynthesesystemenrelevant werden.

39Eine weitestgehendvom KIDS-System geleisteteNeuentwicklung des Programms, mit dem z.B. die amerikanische Armee
ihre Transporte bei Eins•atzen in •Uberseeplant, konnte den bisher hierzu verwendetenAlgorithm us bei realistischen Testdaten
um den Faktor 2000(!) beschleunigen (siehe[Smith & Parra, 1993]). Man vermutet, da� alleine durch diesenEinzelerfolg soviele
Millionen von Dollar eingespartwerden k•onnen, wie die Entwicklung von KIDS gekostet hat.
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durch einevon logischen Kalk •ulen losgel•oste\v on Hand Codierung" der entsprechendenSpezialstrategiendie
Vorteile wieder aufs Spiel zu setzen.Im Ende�ekt kann nur eine Integration diesesAnsatzesin ein formales
Beweisentwicklungssystem wie NuPRL die notwendigeSicherheit und Flexibilit •at garantieren, die man sich
von der rechnergest•utzten Softwareentwicklung erho�t.

Hierzu ist allerdingsnoch eineMengeArbeit zu leisten. Somu� zum Beispieleinegro�e Wissensbank auf-
gebautwerden,um eineSynthesevon Algorithmen ausverschiedenstenAnwendungsbereichen zu erm•oglichen.
Diesbedeutetnicht nur dieFormalisierungund Veri�k ation von Wissen•uber dieStandard-Anwendungsbereiche,
mit denen sich die Informatik-Literatur besch•aftigt, 40 sondern auch Techniken zur e�zen ten Verwendung
diesesWissensals Rewrite-Regelnund Methoden zur e�zienten Strukturierung der Wissensbank in Teiltheo-
rien, die einen schnellen und gezieltenZugri� auf diesesWissen unterst•utzen. Auf der anderen Seite sind
neben den einfachen Rewrite-Techniken, die an sich schon sehrviel zum praktischen Erfolg von Synthesesys-
temenbeitragen,eineReihevon Beweisverfahren in dasallgemeineSystemzu integrieren.Hierzu geh•orenvor
allem ein konstruktives pr•adikatenlogisches Beweisverfahren, allgemeineInduktionstechniken, und nat•urlich
auch anwendungsspezi�sche Beweismethoden, welche die besonderenDenkweisenbestimmter Theorien wi-
derspiegeln.All dieseTechniken sind mehr oder wenigerals Taktiken zu modellieren,wenn sie in ein einziges
Systemintegriert werden sollen. Mit einem derartigen Fundament k•onnen dann die in diesemKapitel bes-
prochenenSyntheseverfahren und Optimierungstechniken in das allgemeineSystemeingebettet werden. Mit
der in Abschnitt 5.5.3vorgestelltenVorgehensweiseist diesauf elegante und nat•urliche Art m•oglich: die For-
malisierungder Strategienentspricht dann im wesentlichen ihrer Beschreibung auf dem Papier und ben•otigt
keinegesonderteCodierung.

Im Hinblick auf praktischeVerwendbarkeit m•ussenProgrammsynthesesystemeviele einanderscheinbar wi-
dersprechendeBedingungenerf•ullen. So mu� die interne Verarbeitung von Wissennat•urlich formal korrekt
sein, um die geforderteSicherheit der erzeugtenSoftware zu garantieren. Nach au�en hin aber sollte so we-
nig formal wie m•oglich gearbeitet werden,um einem\normalen" benuzter den Umgangmit dem Systemzu
erm•oglichen. Der in Abschnitt 4.1.7.2angesprocheneDisplay-Mechanismus ist ein erster Ansatz, die Br •ucke
zwischen diesenbeidenAnforderungenzu bauen.Dies mu� jedoch erg•anzt werdenum eineanschauliche gra-
phische Unterst•utzung bei der SteuerungeinesSyntheseprozesses,damit sich auch unge•ubte Benutzer z•ugig in
den Umgangmit einemSoftwarentwicklungssystemeinarbeiten k•onnen.In diesemPunkte sind wissenschaft-
liche Programme leider weit von dem entfernt, was man von einem modernen Benutzerinterface erwarten
kann.

M•oglichkeiten zur Mitarb eit an Systemenf•ur einerechnergest•utzte Softwareentwicklung gibt esalsomehr
als genug. Dies setzt allerdingsein gewissesInteressef•ur eineVerkn•upfung von theoretische Grundlagenund
praktischen Programmierarbeiten voraus,also Formale Denkweise,Kenntnis logischer Kalk •ule und Abstrak-
tionsverm•ogenauf der einenSeitesowie Kreativit •at, Experimentierfreudigkeit und Ausdauerauf der anderen.
Da Forschungst•atigkeiten immer auch an die Grenzendes derzeit Machbaren und der eigenenF•ahigkeiten
heranf•uhren, Unzul•anglichkeiten der zur Verf•ugung stehendenHilfsmittel schnell o�enbar werden und sich
Fortschritte nicht immer so schnell einstellen, wie man dies gerne h•atte, ist auch ein geh•origes Ma� von
Frustrationstoleranz einewesentliche Voraussetzungf•ur einenErfolg.

40Man m•usste mindestens 500 De�nitionen und 5000 Lemmata aufstellen, um ein Wissen darzustellen, was dem eines
Informatik-Studenten nach dem Vordiplom gleichkommt.


