Kapitel 5

Automatisierte  Softwareentwic klung

In den vorherigenKapiteln haben wir die Grundlagen fer die Implemertierung einesuniversellenBasisinfe-
renzsystemgestia en, mit dem Sclu folgerungen uber alle Bereithe der Mathematik und Programmierung
formal gezogenund zum Gro teil automatisiert werden kennen. Alle allgemeinenTedniken sind von ihrer
Konzeption her vorgestellt und im Hinblick auf ihre prinzipiellen Meglichkeiten und Grenzen auskihrlich
diskutiert worden.

Im Anfangslapitel hatten wir als Motivation fer die Entwicklung von formalen Kalkelen, Inferenzsystemen
und Beweisstrategienbesonderdie rechnergesttzte Softwareernwicklung hervorgeholen. Wir wollen nun auf
diesesZiel zurackkommenund uns mit der praktischen Anwendbarkeit von Inferenzsystemerals Untersteitz-
tung bei der Entwicklung garartiert korrekter Software befassenWir wollen vor allem Tedniken vorstellen,
mit denendas allgemeineBeweisetwicklungssysem zu einem leistungs&higen semi-automatistien System
fur die Synthesevon Programmenaus formalen Spezi kationen ausgebautwerdenkann.

Viele dieserTednikensindin denletzten Jahrzehrien zunachst unabhangigvon formalenlogisdhenKalk ellen
erntstanden' und ausgetestetworden. Wir werden sie daher zunadst losgebst von einer typertheoretisien
Formalisierung{ wohl aber angepat an die verwendete Notation { bespreben und erst im Ansclu da-
ran diskutieren, auf weldhe Art die bekannten Syrthesestrategienin den allgemeinenlogistien Formalismus
integriert?> werdenkennen, der die Korrektheit einer Syrthesesiderstellenkann.

Programmsyrihesegelt davon aus,da die Besdireibung deszu lesendenProblemsbereits als eine Spezi-
k ation vorliegt, die in einer prazisenformalen Sprade formuliert ist. Bevor man sich alsomit den einzelnen
Tedniken und Verfahrender Programmsyrithese beshaftigen kann, mu man wissen,auf weldhe Arten sich
eineFormalisierunginformal gegelenerBegri e und Zusammentngerealisierenla t. Die Formalisierungma-
thematischer Theorien, die wir in Absdnitt 5.1 exemplaristi bespreben werden, bildet die Grundlage einer
prazisenBestreibung von Programmierproblemenund ebensoaller Verfahren, die aus dieserBesdireibung
einenkorrektesProgramm generierensollen.Weahrendsich Abschnitt 5.1 auf die Formalisierungversdiedener
Anwendungslereide konzerriert, werdenwir in Abscnitt 5.2 die formalen Grundbegri e vorstellen, die fer
eine einheitliche Betrachtung versdiedensterProgrammsyrhese\erfahren erforderlich sind.

Die folgendendrei Abschnitte sind dann den den versdiedenenMethoden zur Synthese von Program-
men aus formalen Spezi kationen gewidmet. Abscnitt 5.3 betrachtet die Verfahren, die auf dem bereits

IDie Literatur zur Programmsyntheseist extrem umfangreich und esist nahezuunmeglich, einen Uberblick uber alle Verfah-
ren zu behalten. Die wichtigsten dieser Verfahren sind in [Green,1969 Burstall & Darlington, 1977 Manna & Waldinger, 1979
Manna & Waldinger, 1980 Bibel,198Q Gries, 1981 Hogger,198], Bibel & Hernig, 1984 Dershowitz, 1985
Bates & Constable, 1985 Franova, 1985 Smith, 1985h Heisel,1989 Neugebaueret.al., 1989
Smith & Lowry, 1990 Galmiche,199Q Fribourg,199Q0 Bibel,1991 Franova & Kodrato, 1991 Lowry, 1991, Smith, 19914 bes-
chrieben worden. Die Unterschiede zwischen diesen Verfahren liegen vor allem in den konkreten Schwerpunkten, der E zienz
ihrer Implementierung und der Art der notwendigenBenutzerinteraktion begrendet.

2Die Integration von Syrthesestrategienin einenallgemeinenlogischen Formalismusist derzeit ein aktuelles Forschungsgebiet.
Die hier praseriierten Wege besdtireiben die derzeit in Untersuchung be ndlic hen Meglichkeiten und sind keineswegsvollends
ausgereift. Fur eine Vertiefung im Rahmen von Studien- und Diplomarb eiten ist diesesThema daher besondersgeeignet.



226 KAPITEL 5. AUTOMATISIERTE SOFTWAREENTWICKLUNG

B, true , false Data type of booleanexpressionsexplicit truth values
A Y G Boolean connectives
8x2S.p, 9x2S.p Limited booleanquarti ers (on nite setsand sequences)
if pthen aelse b Conditional
Seq( ) Data type of nite sequencesver menbers of
null?, 2, v Decisionprocedures:emptiness,membership, pre x
0. [al, [l [a1..a n] Empty/ singleton sequencesubrangeliteral sequencdormer
alL, La prepend a, appendato L
fx)x 2L~p(X)], |L, L[] Generalsequencdormer,length of L, i -th elemen,
domain(L), range(L) The setsfl..|L] gandfL[i]i 2domain(L)g
nodups(L) Decisionprocedure:all the L[i] are distinct (no duplicates)
Set( ) Data type of nite setsover menbers of
empty?, 2, Decisionprocedures:emptiness,menbership, subset
., fag, fi.j g, fa;..a ,g Empty set,singletonset, integer subset,literal setformer
S+a, S-a elemen addition, elemen deletion
ffx)[x 2S~p(x) g, S| Generalset former, cardinality

T, ST, _pr Union, intersection, setdi erence

FAMILY, FAMILY Union, intersection of a family of sets

Abbildung 5.1: Erweitertes Vokabular

bekannten Prinzip \Beweiseals Programme" basieren.Abschnitt 5.4 bespridit dann Synthese\erfahren auf
der Basis aquivalenzerhaltenderFormeltransformationen,wobei wir besondersauch auf das LOPS-Verfahren
[Bibel,1980]eingeherwerden.Absanitt 5.5sdlie lic h behandeltVerfahren,die auf einerInstantiierung sde-
matischer Algorithmen beruhen, und illustriert dieseam Beispiel dreier Algorithmenentwurfsstrategien, die
in dasKIDS SystemdesKestrel Instituts in Palo Alto [Smith, 1990,Smith, 1991a){ aus praktischer Hinsicht
derzeit daserfolgreidiste aller Systeme{ integriert sind. Die Meglichkeiten einer nactr aglichen Optimierung
syrnthetisch erzeugterAlgorithmen bespreben wir dannin Absdnitt 5.6.

Die hier vorgestellten Tedniken sind bisher nur wenig systematisiert und vereinheitlicht worden, da sie
gre tenteils unabhangigvoneinanderertstanden sind. Der interessierteLeserist daher meist auf ein intensives
Studium einer Vielfalt von Originalarbeiten angewiesenMit diesemKapitel soll versudit werden, die The-
matik in einer meglichst einheitlichen Weisedarzustellen.Wegender gro en Bandbreite von Denkweisen,die
hinter den einzelnenVerfahrenstehen,kennenwir jedoch nicht allen Ansatzen gleicherma en geretit werden
und sind sogargezwungenmande von ihnen ganzlich zu ignorieren.

Achtung: Dieser Teil desSkriptesist bis auf weiteres noch in unvollstandigem Zustand. Die Abschnitte 5.1, 5.2,
und 5.3 bescheiben nur das Notwendigste,wasfur ein Verstandnis der Hauptteile von Bedeutungist. Eine endgultige
Version wird etwasausfuhrlicher auf die in der Vorlesungangespochenen Details eingehen.

5.1 Verizierte Implemen tierung mathematisc her Theorien

Dieser Abschnitt befa t sich vor allem mit den konservativenErweiterungen der Typentheorie, die fur eine Formalisie-
rung von Grundbegri en der wichtigsten Anwendungsbreiche erforderlich sind, welchein der Programmierung immer
wieder vorkommen. Neken der Einfuhrung von Vokabular (siehe Abbildung5.1) gehtes hierbei vor allem darum, die
grundlegenstenGesetzedieser Begri e als veri zierte Lemmata der NuPRL-Bibliothek zu formalisieren.

Notwendigerweisemu dalei eker eine Systematik beim Aufbau mathematischer Theorien gespochen werden (vor
allem auch daruber, welche Lemmata fundamental sind und welchenicht) und uber die technischen Hilfsmittel, wie
diese Systematikin einem formalen Systemumgesetziwerden kann. Hauptsachlich gehtes dakei um eine Unterstruk-
turierung desWissensin Theorien und um die Anordnung von Lemmata in der Wissenslank { zum Beispiel durch
eine SystematischeVergake von Lemma-Namenentsprechend der Theorie, dem Hauptoperator und dem Nekenogera-
tor, die in dem Lemmavorkommen. Diese Systematik, die im Detail derzeit noch erforscht wird, liegt der Anordnung
der in Anhang B zusammengestéien De nitionen und Lemmata zugrunde.
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5.2 Grundk onzepte der Programmsyn these

In diesemAbschnitt werden vor allem die Grundbegri e vorgestelt, die fur eine einheitliche Betrachtungverschialens-
ter Programmsyntheseverfaten erforderlich sind. Hierzu werden zunachstdie einzelnenPhaseneiner systematischen
Programmentwicklung angespochen, um zu verdeutlichen, welcheBegri e unbedingt erforderlich sind.

Eine Prezisierung der Begri e \formale Spezikation, Programm, Korr ektheit und Erf ullbarkeit von Spezi katio-
ner' als Grundlage jeglicher weiteren Verarbeitung im Synthesepoze schliet sich an und wird an einem Beispiel
il lustriert. Anschlie end wird ein kurzer Uberblick uber Synthesekonzepteind historisch relevante Verfahren gegeken,
der eserleichtert, die spateren Kapitel einzuordnen.

De nition  5.2.1 (Spezik ationen, Programme und Korrektheit)
1. Eine (formale) Spezi kation spec ist ein Tupel (D,R,1,0), wolei
D ein Datentyp ist (der Eingatekereich oder Domain),
R ein Datentyp (der Ausgakelereich oder Rangg,
| ein Pradikat uber D (die Input-Bedingungan zulassigeEingaken) und

O ein Pradikat mker D R die Output-Bedingung an erlaubte Ausgalen)

2. Ein (formales) Programm p bestehtaus einer Sgezi kation spec=(D,R,1,0) und einer berechenlaren
Funktion body: D6! R (dem Programmbkerper).

3. Ein Programm p=((D,R,1,0), body) heit korrekt falls fur alle zulassigeEingaten x2D mit I(x) die
Bedingung O(x,body(x)) erfullt ist.

Da essidch in beiden Fallen um formale Konzepte handelt, messenformale Spraden zur Besdtireibung
der Komponerten von Spezi kationen und Programmenberutzt werden. Man untersdeidet im allgemeinen
die Spezi kationssprache mit der Ein- und Ausgalebereid, savie Ein- und Ausgalkebedingung formuliert
werdenvon der Programmierspiache in welcher der Programmkerper besdirieben wird. Bei der Erstellung
automatisierter Programmsyrthesesystemehat es sich jedoch als sinnvoll herausgestellt,in beiden Fallen
dieselte Sprade zu verwenden oder, genauergesagt,die Programmiersprabte als (bereterbaren) Teil der
Spezi kationssprahie® anzusehen.

Da die Tupelsdireibweise ((D,R,1,0), body) im allgemeinennur sehr schwer zu lesenist, verwenden wir
in konkreten Fallen meist eine Notation, die zusatzlich einige Schlusselvarter zur syntaktischen Auftrennung
zwisthen den Komponerten und die Abstraktionsvariablen erthalt. Da mengenvertige Funktionen bei der
Syntheseeinegro e Rolle spielenwerden, geben wir auch hierfur eine besondereNotation an.

De nition  5.2.2 (Syntaktisc h aufb ereitete formale Notationen)

1. Eine formale Sgezi kation spec=(D, R, x .I1[x], X; y.O[x;y])* eines Programmsf wird auch durch
die Notation

FUNCTION(x: D): R WHEREX] RETURN$ SUCHTHATOIX; Y]
beschrielen. Wenn | [x]=true ist, darf der WHEREeil auch entfallen.

2. Die Notation
FUNCTION(x: D):Set( R) WHERHEx] RETURNSy| O[x; y]g
stehtals Abkerzung fur die Spezi kation
FUNCTION(x: D):Set( R) WHEREXx] RETURNS SUCHTHATS = fy: R| O[x;y]g

3Bei einer Integration in die Typertheorie ist dies automatisch gewshrleistet. Die Spezi k ationsspradie geft nur in dem Sinne
uber die Programmiersprache hinaus, da hier auch unentscheidbare Pradikate (also Funktionen mit Bildb ereich IF;) zugelassen
sind, wo die Programmiersprache boole'sthe Funktionen erwartet. Dieser Unterschied wird allerdings nur selten ausgemntzt.

4Es seidaran erinnert, da O[x; y] Platzhalter fur einenbeliebigen Ausdruck ist, in dem x und y frei vorkommen durfen.
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3. Ein Programm p=( (D, R, , X.1[x], X; y.O[x;y]), letrec f (x)=body[f;x]) wird beschrielendurch
die Notation

FUNCTION(x: D): R WHERE[x] RETURN$ SUCHTHATO[X;y] = body(f ; x]

Damit ist das Ziel der Programmsyriheseklar. Es gelt darum zu einer gegelenenformalen Spezi kation
spc=(D.R,l,0) einebereherbare Funktion body zu bestimmmen,soda insgesarh dasProgramm

FUNCTION(x:D):R WHEREX) RETURN$ SUCHTHATO(x,y) = body(x)

korrekt ist. Da wir spater zeigenwollen, wie man Programmsyritheseerfahrenin den formalen Rahmender
Typentheorie integrieren kennen, messenwir diesesZiel als Ziel eineskonstruktiven Beweisesausdmricken.
Diesist nicht sdwer, da \es ist body zu bestimmmen" mit einem Nadweis der Existenz der Funktion body
gleidhgesetztwerdenkann. Wir sagenin diesemFall, da die Sezi kation erfullbar (oder synthetisierfar) ist.

De nition  5.2.3 (Synthetisierbark eit von Spezik ationen)

Eine formale Spezi kation spec=(D.R,1,0) heit erfulloar (synthetisiertar), wenn es eine Funktion
body:D6! R gibt, die das Programm p=( spegbody) korrekt werdenlat.

Wir wollen das Vorgehenbei der formalen Spezi kation einesProblemsan einem Beispielillustrieren.

Beispiel 5.2.4 (Costas-Arra ys: Problemstellung)

In [Costas,1984]wurde erstmalseineKlassevon Permutationen besdirieben, die fur die Erzeugungleicht
wiederzuerlennenderRadar- und Sonarsignalébesondergut geeignetsind. Seitdemsind eine Reiheder
kombinatorischen Eigensbaften diesersogenanten Costas-Arays untersudt worden, aber eine allge-
meine Konstruktionsmethode konnte noch nicht angegelen werden. Das Problem der Aufzahlung von
Costas-Arraysmu daherdurch Sudialgorithmengelostwerden.Ein e zien tes(d.h. nicht-exponertielles)
Verfahrenkonnte erstmals4 Jahre nadh der Besdireibung der Costas-Arrays in [Silverman et.al., 1989
gegelenwerden.DasProblemist mithin sdwierig gerug, um sich als Testbeispielfur Syrthesewerfahren
zu eignen.Andererseitserlaubt die mathematisde Besdireibung einerelativ einfadhe Formalisierungdes
Problems.

Ein CostasArray der Ordnungn ist eine Permutation p vonf1..ng in derenDi erenzentafel keine Zeile
doppelt vorkommendeElemerte besitzt. Dabei ergibt sich die erste Zeile der Di erenzentafel aus den
Di erenzen benatbarter Elemerte, die zweite aus den Di erenzen der Elemerte mit Abstand 2 usw.
Ein CostasArray der Ordnung 6 und seineDi erenzentafel ist unten als Beispiel gegelen.

21 41, 6| 5|3 p
21 3|5 1] 2 Zeile 1
1(-2|-4] 3 Zeile 2
-4 -1)-2 Zeile 3
311 Zeile 4
-1 Zeile 5
Zeile 6

Das Costas Arrays Problem ist die Frage nach einem e zien ten Algorithmus, der bei Eingabe einer
nateirlichen Zahl n alle CostasArrays der Ordnung n bestimnt.

Um diesesZiel formal zu spezi zieren, meissenwir zunachst alle Begi e formalisieren, die in der Pro-
blemstellunggenanrt sind, aber noch nicht zum erweiterten Standardwkabular. Ansdlie end solltendie
wichtigsten GesetzedieserKonzepte als Lemmata formuliert werden, um fur die Verwendungwahrend
einer Synthesebereitzustehen(sie meisstenansonstenvahrend der Syrthesehergeleitetwerden). Parallel
dazu kann die Problemstellungdurch eine formale Spezi kation bestrieben werden.
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{ Die Konzepte Permutation und Di er enzentafelgehoren bisher nicht zum formalisierten Vokabu-
lar. Eine Liste L ist Permutation einer MengeS, wennsie alle Elemerte von S erthalt, aber keine
doppelten Vorkommen.Die Di erenzentafel einerListe L screibenwir zeilerweiseauf und verwen-
den hierzu die Bezeitinung dtrow( L,j) (dierence table of L, row j). Eine solhe Zeile besteh
ausder Di erenz der Elemerte von L mit Abstand j.

pernm(L, S) nodups(L) ~ range(L)=S
dtrow (L, j) [LO- LO+ 10 i2[1.] L|-j]]

{ Die wichtigsten mathematishen Gesetzeder Permutationen ergelen sich nach Au alten der De -
nition ausden Gesetzenvon nodupsund range und brauchen nicht mehr aufgekihrt zu werden.

Fer dtrow stellenwir { wie immer { vor allem distributiv e Eigenstaften beziglich Kombination
mit anderenStandardoperationen auf endlichen Folgenauf und erhalten die folgendenLemmata.

8L,L:Seq( Z). 8i: Z.8j: IN.

1. dtrow([],)) =

2. ) IL] ) dtrow(i.L,j) = (i-L[j]).dtrow(L,))

3. 60 ) dtrow((il,) =]

4. LvL' ) dtrow(L,) v dtrow(L",j)

5.5 |L ) dtrow(L,)) =

6. j |L| ) dtrow(L i,j) = dtrow(L,j) (L[ |L|+1-] i)

{ Damit sind alle Begri e geklart und wir kennendie formale Spezi kation aufstellen:dasProgramm
soll bei Eingabe von n2 Z alle Permutationen p2 Seq(Z) von f 1.. ng beretnen, deren Di eren-
zertafeln in keiner Zeilej doppelte Elemerte haben. Dies madit nur dann Sinn, wennn 1 ist.
Da Zeilenin der Di erenzentafel von p per De nition endliche Folgensind, kennenwir die Funktion
nodupsverwenden.Zudemreicht es,Zeilenindizeszwisdien1 und n bzw. ausdomain(p) zu betrach-
ten, da bei gre eren Indizes dtrow( p,j) =[] ist. Das erlaubt die Verwendung des bestirankten
All-Quantors und wir erhalten als Ausgalebedingung

perm(p,fl..n g) ~ 8] 2domain(p).nodups(dtrow( p,j) )

Damit haben wir alle Komponerten der Problemspezi kation bestimnt, setzendiesein das Bes-
chreibungssbema feir mengenvertige Programmspezi kationen aus De nition 5.2.2ein und erhal-
ten die folgendeformale Spezi kation desCostasArrays Problems.

FUNCTIONKostas (n: Z):Seq( Z) WHERE 1
RETURNBSp: | perm(p,f1..n g) ~ 8] 2domain(p).nodups(dtrow( p,j)) g

5.3 Programmen twicklung durc h Bew eisfuhrung

Die grundsatzliche Denkweisedes Prinzips \Beweise als Programme" ist eines der fundamentalen Konzepte der in-
tuitionistischen Typentheorie. Wir hatten in Abschnitt 3.4 bereits ausfuhrlich daruber gespochen.

In diesemAbschnitt soll der Zusammenhangzu den eten eingefithrten Konzeptender formalen Spezi kation gezgen
werden, um eine Vergleichlarkeit zu anderen Synthesepradigmen zu erreichen. Konkrete Synthesestategien auf der
Basis desPrinzips \Beweise als Programme" halken ublicherweiseeinen Induktionsbeweiserals Kernbestandteil. Wir
werden dies nur kurz am Beispiel des Oyster/Clam Systemsillustrieren und dann im wesentlichenauf Literatur
verweisen,da eine ausfuhrliche Behandung von Induktionsbeweisernein Vorlesungsthemafur sich ist.

Zum Schlu sprechen wir wber einige Problemeeiner \r einen’ Synthesevon Programmen durch Beweistihrung,
wolei vor allem das niedrige Niveau der Inferenzschritte und die Schwierigkeitenbei der Konstruktion allgemein-
rekursiver Programme zur Sprache kommen.
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5.4 Programmen twicklung durc h Transformationen

Wahrend das Paradigma\Beweiseals Programme" sich im wesetlichen an der Fragenach einer veri zierten
Korrektheit von Programmenoriertierte, ist eine Steigerungder E zienz von Programmender urspreingliche
Hintergrund von transformationsbasiertenVerfahren. Dies liegt im wesetlichen daran, da esfur viele Pro-
blemstellungendurchaus sehr leicht ist, eine korrekte prototypische Lesungzu erstellen, die sich aufgrund
ihrer abstiakten Bescheibungsformaud sehrleicht veri zieren und modi zieren lat. DieseEleganzerkauft
man sich jedoch oft mit einerrelativ gro en Ine zienz.

Aus diesemGrunde hat man sich sdion sehr freh mit der Frage befat, wie man Programme systema-
tisch in e zien tere Programmemit gleichem extensionalenVerhalten transformieren® kann [Darlington, 1975
Burstall & Darlington, 1977 Clark & Sidcel,1977. Die Fortsetzungdieserldee auf die Syrthesevon Program-
men aus formalen Spezi kationen [Manna & Waldinger,1975, Darlington, 1975 Manna & Waldinger,1979]
basiert vor allem auf dem Gedanlen, da eine Spezi kation eigerlich auc als ein sehrine zien tes{ genauer
gesagt,nicht auskihrbares{ Programm betrachtet werdenkann, dasnun dahingehendverbessertwerdenmu ,
da alle nichtausfehrbaren Bestandteiledurch e zien tere ersetzt werden meissen,also durch Ausdreicke, die
von einem Computer berednet werdenkonnten.

Seit dem Aufkommen des Programmierensin der Sprade der Pradikatenlogik { also der Denkweiseder
Programmiersprate Prolog{ lassensich Programmntransformationen mehr oder weniger mit Transformatio-
nen logiscer Formeln identi zieren ® und sind somit fur logiste Inferenzsysteme Rewrite-Techniken und
Theorenbeweiser-basierteVerfahren handhabbar geworden. Viele Verfahrenhaben aus diesemGrunde auch
einelogisdhe Programmierpradie als Zielspradie und habe sich zur Aufgabe gesetzt,die Problemspezi kation
in einedenHornklauselnverwandte Formel umzuwandeln, die dann direkt in ein PrologProgramm eibertragen
werden kann. Im Gegensatzzur Konstruktion von Programmendurch Beweiselat sich das Ziel einer Syn-
thesejedoch nicht sodeutlich xieren. Eswird vielmehr durch die internen Vorgaben der Strategiende niert,
weldhe die Anwendungvon Transformationenals Vorwartsinferenzensteuern.

Aufgrund der Dominanz logik-basierter Verfahrenbei der Synthesedurch Transformationenund zuguns-
ten einer bessererVergleihbarkeit mit den anderenSyntheseparadigmerwollen im folgendeneine logisde
Besdireibungsformfur transformationsbasierteVerfahrenverwenden. Alle andersartigenAnsatze lassensich
ohne Problemein dieseForm ebersetzen.

5.4.1 Synthese durc h Transformation logischer Formeln

Aus logisdher Sicht bestelt eine Syrthese durch Transformationenim weseilichen daraus,da die Ausga-
bebedingung einer Spezi kation als ein neuesPradikat aufgefa t wird, dessenkEigenstaften nun mit Hilfe
von (bedingten) Aquivalenztransformationender Ausgalebedingung hergeleitet werden sollen, bis dieseEi-
gensbaften konkret gerug sind, um einerekursive Besdireibung desneuenPradikates anzugelen, in der nur
noch \auswertbare" Teilformeln auftreten. Interpretiert man das neue Pradikat nun als den Kopf einesLo-
gikprogrammsso kann die rekursive Besdireibung als der entsprechende Programmkerper angesehenverden,
der nun im Sinneder Logik-Programmierungauswertbar ist.

SProgrammtransformationssysteme mit dem Ziel der Optimierung von Programmen [Burstall & Darlington, 1977,
Broy & Pepper,198], Partsch & R., 1983 Krieg-Br eickner et.al., 1986 Bauer & others,1988 Krieg-Br eickner, 1989 sind mittler-
weile ein eigenesForschungsgebietgeworden, auf dem sehr viel wertvolle Arb eit geleistet wurde. Manche von ihnen verstehen
sich durchaus auch als Programmentwicklungssysteme die den Wegvon ine zien ten zu e zien ten Spezi k ationen von Algorith-
men untersteitzen. Auch wenn esaus praktischer Sicht durchaus legitim ist, direkt mit einer prototypische Lesunganstelle einer
formalen deskriptiven Spezi kation zu beginnen, ndet eine Syntheseim eigertlichen Sinne hierbei jedoch nicht statt.

SNichtsdestotrotz variieren die individuellen Formalismen sehr stark, da viele Ansatze auch auf der Basis einer funktio-
nalen Sichtweise entwickelt wurden. Die wichtigsten Verfahren sind besdirieben in [Manna & Waldinger,1975 Hogger,1978
Manna & Waldinger,1979 Barstow,1979 Bibel,1980 Hogger,198], Kant & Barstow, 1981 Dershowitz, 1985 Balzer,1985
Sato & Tamaki, 1989 Lau & Prestwich, 1990.
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Die Vorgehenswisebei der Syrtheseeinesdurch D, R, | und O spezi erten Algorithmusist alsodie folgende.

1. Zunadst wird ein neuesPradikat F eber D R de niert durch die Formel
8x:D.8y:R. I[x] ) FXxy , O[xyvy]

Diese Formel hat die ael ere Gestalt einer bedingten Aquivalenz und wird ferr spatere Inferenzender
Wissensbankdes Systems(temporar) hinzugekigt.

2. Unter Verwendungaller aus der Wissensbankbekannten Aquivalenzen{ einsdlie lic h der soeben de -
nierten { wird die obige Formel nun solangetransformiert, bis eine Formel der Gestalt

8x:D.8y:R. I[x] ) Fx,y) ., O [F;xy]

erreitht wurde, wobei O nur aus erfellbaren Pradikaten und rekursiven Vorkommen von F bestehen
darf. Zugunsteneiner besserentbersidtlichkeit darf O hierbei audh in mehrereTeilprobleme zerlegt
worden sein, die durch separate,neu eingetihrte Pradikate bestirieben werden. Am Ende des Trans-
formationsprozessemessenfur derenDe nitionsformeln allerdingsdie gleichen Bedingungengelten, so
da dieseZerlegungwirklich rein \k osmetistier" Natur ist.

Weldhe Regelnangevandt werdenmeissenum diese<Ziel zu erreichen, ist zunadst nicht weiter festgelegt®
Diesist ehereine Frage der konkreten Syrthesestrategie weldhe die anzuvendendenRegelnnad einer
internen Heuristik auswahlt.

3. Zur Erzeugung einesProgramms aus der erreichten Zielformel gibt es nun zwei Meglichkeiten. Man
kann die Formel mehr oder weniger direktals Logik-Programm interpretieren und mu in diesemFalle
nur die Syntax ertsprechend anpassen.Es besteht aber auch die Meglichkeit, durch Anwendung von
Programmformationsregeln, die logisdthe Konnektive in Programmestrukturen ebersetzenjmperative oder
funktionale Programmezu erzeugen.

Bei dieserArt der Synthesespielensogenante aquivalenzerhaltendd@ransformationeneinezertrale Rolle.
Diesebasierenim wesetlichen auf bedingten Aquivalenzenund Gleichheiten der Gestalt

8zT. P[z1] ) OQ[z1 ., QY7 bzw. 8z.T. P[z] ) t[z] = t9z],

die von nahezuallen Lemmata desAnhang B eingehaltenwird. Dabei werdendieseAquivalenzenund Gleich-
heitenim allgemeinenals gerichtete Rewrite-Regeln behandelt,die meistvon links nach redhts geleserwerden.
Sie ersetzenin einer Formel jedesVorkommeneiner Teilformel Q[z] durch Q9z] (bzw. einesTermst[z] durch
t9z], sofernim Kontext dieser Teilformel die Bedingung P[z] nachgewieseh werden kann. Dabei bestehen
die Aquivalenzenund Gleichheiten, auf die das Inferenzsystemzugreifenkann, aus den vorgefertigten Lem-
mata der Wissensbank,den De nitionen neu erzeugterPreadikate, elememaren logischenTautologien und
Abstraktionen, sowvie aus dynamisd erzeugtenKombinationen dieser Aquivalenzen.

Da die Leistungskhigkeit von Syrthesewerfahren mittels Aquivalenztransformationenwesetlich von den
eingesetzterStrategienabhangt, richtet sich die derzeitigeForscung vor allemauf e zien te Rewrite-Tedniken
und Heuristiken, savie auf den Entwurf leistungsihiger Transformationsregeln.Die Algorithmenstemata,
die wir in Absdnitt 5.5 auskihrlich behandelnwerden, kennenals eine sehrausgereifteForm einer Transfor-
mationsregelauf hohem Abstraktionsniveau angeseherwerden.

’Die Verwendung der Notation O[x; y] soll verdeutlichen, da essich bei O um eine komplexere Formel mit freien Variablen
x und y handelt, wahrend F tatsachlich fer einen Pradikatsnamensteht.

8Auf den ersten Blick erscheint dies sehr ziellos. Bei der Sudhe nach Beweiseneiner Aussageist man jedoch im Prinzip in
derselken Lage, denn essteht auch nicht fest, welche Regelnzum Beweis netig sind. Aussdlie lic h das Ziel { esmu ein Beweis
fur die gegeleneAussagesein{ steht fest. Ein wichtiger Unterschied ist aber, da die Anzahl der anwendbarenRegelnbei Beweis-
verfahren erheblich kleiner und ein zielorientiertes Top-Down Sudverfahren meglich ist { solangeman nicht in gre erem Ma e
auf Lemmata angewieserist. In diesemFall stent man vor derselben Problematik wie bei der Synthesedurch Transformationen.

9Auf diesebedingten Aquivalenzenund Gleichheiten werdenwir im Rahmen kontextabhangiger Simpli k ationen in Abschnitt
5.6.1 noch einmal zureckkommen. Im Prinzip weirde es reichen, anstelle von Aquivalenzenauch umgekehrte Implik ationen zu
verwenden, wodurch sich dann eine Verfeinerung des Programms ergibt. Hierbei verliert man jedoch zwangskau g megliche
Lesungen,was nicht immer gewinsct sein mag.
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Wir wollen an einem Beispielillustrieren, wie man mit Hilfe von aquivalenerhaltendenTransformationen
Programmeaus formalen Spezi kationen erzeugenkann. Auf die Strategie, mit deren Hilfe wir die anwend-
baren Aquivalenzen nden, wollen wir dabei vorerst nicht eingehen,sondernnur demonstrieren,da das
Paradigma\Synthesedurch Transformationen" zumindestaus theoretisder Sidt vollstandig ist.

Beispiel 5.4.1 (Maximale Segmentsumme)

In Beispiel 3.4.6 auf Seite 147 hatten wir das Problem der Beredinung der maximalen Summem =
?sz[i] von Teilsegmeten einer nichtleeren Folge L ganzer Zahlen formalisiert und mit Hilfe des
Prinzips \Beweise als Programme" gelost. Dabei hatten wir uns auf eine auskihrliche Analyse des
Problems gestitzt, die wir in Beispiel 1.1.1 auf Seite 2 aufgestellt hatten. Wir wollen nun zeigen,da
sich diesesProblem durch Verwendungvon Aquivalenztransformationenauf ahnliche Weiselesenla t.

Wir beginnenmit der De nition einesneuenPradikats maxsegdaswir eber eine Aquivalenzeinfuhren.

8L:Seq(Z). 8m:Z. L6[] ) maxseg(L,m) , M=MAX( ff iq:pL[i] lp 2f1..q gg| g2f1..|L|] gQ)

Gema unsererAnalyse in Beispiel 1.1.1 beginnenwir damit, da wir das Problem generalisiererund
simultan zur Berethinung der maximalen Segmetsumme immer audh die maximale Summea von An-
fangssegmeten berednen. Wir fehren hierzu ein Hilfspradikat maxaux mit drei VariablenL, mund a
ein, und stetzen maxseghierauf ab: mist die maximale Segmetsumme von L, wenn man ein a angelen
kann, soda maxaux(L,m,a) gilt.

8L:Seq(Z). 8m:Z. L6[] ) maxseg(L,m) , 9a:Z. maxaux(L,m,a)

8L:Seq(Z).[8m,a:Z. L6 ) maxaux(L,m,a)

mEMAX( ff L oL Ip2fl.qggl g2fl.|L] gg) ~ a=MAX{ {L, L[] |qz2f1l.|L] gg)

Unter der Voraussetzungda maxaux fer jede Wahl von L erfellbar ist, ist diestatsacdlich eine Aquiva-
lenzumformung. In denfolgendenSdritten betrachten wir nur noch dasPradikat maxaux. Wir beginnen
mit einer Fallanalysewber die Gestalt von L und verwendenhierzu dasLemma

8L:Seq(Z). L6[ ) L=[first(L)] rest(L) 6]

Da die Vorbedingung diesesLemmaserfellt ist, kennen wir auf der rechten Seite der Aquivalenz die
Disjunktion L=[first(L)] _ rest(L) 6[] erganzenund die disjunktive Normalform bilden.
8L:Seq(Z). 8m,a:Z. L6]] )[ maxaux(L,m,a)
L=[first(L)] ~ mEMAX( ff ﬂsz[i] |p 2fl..q gg| q2f1l..|L| gg)
A a=MAXE 9L lg2fl.L gg)
_ rest(L) 6[1 ~ meMAX( ff L L[l |p2fl.qgglq2fl.]L| gg)
~ a=MAX{ LiL0] |q2fl.L gg)
Nun verwendenwir (aufbereitete) Lemmata eber die Kombination von maximaler Segmet+ bzw. An-
fangssummeund einelemetigen Listen und Listen mit nichtleerem Rest.

{ Die maximale Segmetsumme einer Liste [[i] isti.

8L:Seq(Z). 8im: Z. L=[i] ) m=MAX( ff iq:pL[i] |p 2fl..q gg| g2fl..lL] gg , m=i

{ Die maximale Anfangssummeeiner Liste [i] isti.
8L:Seq(2Z). 8i,a: Z. L=[i] ) a=MAX{ L L[] |q2fl.L] gg), a=i

{ Die maximale Segmetsumme einer Liste L=i.L' , wobei L' nichtleer ist, ist das Maximum der
maximalen Segmetsummevon L' und der maximalen Anfangssummevon L.

8L:Seq( ). 8i,a: Z. rest(L) &[] ) m=MAX( ff ?sz[i] lp 2f1..g gg| q2f1..|L| gg)
. 9a:Z. a=MAX{ [Iq:lL[i] g 2f1.|L| gQ)
~9m:Z o m=MAX( ff {Lorest(L)] |p2fl.q ggl q2fl.rest(L)] gg)
~ - m=max(m',a)
{ Die maximale Anfangssummeeiner Liste L=i.L' , wobei L' nichtleer ist, ist das Maximum von i
und der Summevon i und der maximalen Anfangssummevon L'
8L:Seq(2Z). 8i,a: Z. rest(L) 6[] ) a=MAX{ L L[] |q2fl.|L] go)
,  9a Z. a =MAX{ ?zlrest(L)[i] g 2f1..|rest(L)| gg) ~ a=max(first(L), a'+first(L))
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Wendenwir dieseLemmata nacheinanderals Transformationenauf die obige Formel an (wobei wir im
dritten Sdritt kein neuesa mehr einfehren meissen),so ergibt sich

8L:Seq(Z). 8m,a:Z. L6[] ) maxaux(L,m,a)
L=[first(L)] ~ mefirst(l) ~ - q=first(L)
_ rest(L) 6] Im" Z. m'=MAX( ff iqurest(L)[i] |p 2f1..q gg| q2f1..|rest(L)| (s]s)]
A 9at Z.a' =MAX{ Ljrest(L)[i] |q2fl.|restL)] gg)
~ a=max(first(L), a'+first(L))
A~ m=max(m',a)

>

Den erstenFall kennenwir aufgrund der Gleichung m=first(L)  zuL=[m] ~ m=first(L) A a=mve-
reinfachen. Aufgrund desLemmasL=[m] ) m=first(L) kann dasmittlere Konjunkt dann ertfallen.
Im zweiten Fall erlaubt uns der Kontext rest(L) 6[] , die De nition von maxaux fer rest(L) wieder
zureickzufalten. Wir erhalten insgesarh

8L:Seq(Z). 8m:Z. L6[] ) maxseg(L,m) , 9a:Z. maxaux(L,m,a)

8L:Seq(Z). 8m,a:Z. L6[] ) maxaux(L,m,a)

L=[m] » a=m
_ rest(L) 6]] ~ 9m'.a: Z. maxaux(rest(L),m'.a’)
~ a=max(first(L), a'+first(L)) A~ m=max(m',a)

DiesesFormelpaar kann nun ohne gro en Aufwand sdiritt weisein ein logisthes Programm eberfehrt
werden.Hierzu lassenwir alle Quantoren ertfallen, dain logisdhen Programmenalle Variablender linken
Seiteall-quarti ziert und alle zusatzlichen Variablen der rechten Seiteexistertiell quarti ziert sind. Die
Vorbedingungenkennenim Programmcale ebenfalls ertfallen. Diesfehrt zu der vereinfaditen Form

maxseg(L,m) , maxaux(L,m,a)

maxaux(L,m,a)

L=[m] »~ a=m
_ rest(L) 6[] ~ maxaux(rest(L),m"a") ~ a=max(first(L), a'+first(L)) A~ m=max(m',a)

Nun zerlegenwir die Disjunktion in zwei separate Bedingungsklauselnwas wiederum der Semarik
von logishen Programmen entspricht. In der letzten Klausel kann dann die Bedingung rest(L) 6]
ertfallen, da sie der Nichtanwendbarlkeit der zweiten Klauselfolgt. Da PrologProgramme{ ahnlich zum
ML-Abstraktionsmedanisnus{ Listen automatisch strukturell zerlegenkennensdireibenwir i.L' ans-
telle von L, um uns die Notationen first und rest zu ersparen.Dies liefert

maxseg(L,m) , maxaux(L,m,a)
maxaux(L,m,a) ( L=[m] ~ a=m
maxaux(i.L',m,a) ( maxaux(L',m',a") ~ a=max(i, a'+i) ~ m=max(m'a)

Die Sematik logisther Programme erlaubt nun, in der zweiten Klausel die Gleichungenin den Pro-
grammkopf zu verlagern. Da Funktionen in logisthen Programmennicht erlaubt sind, ersetzenwir die
Funktion maxdurch dasenspretende pradikative Programm MAXdessendritte Komponertie die Aus-
gabe der Beretinung desMaximums zweier Zahlenist. Nun ersetzenwir noch ~ durch ein Komma und
, und ( durch :- und wir haben ein PrologProgramm zur Beredinung der maximalen Segmet:
summeeiner nichtleeren Folge ganzerZahlen erzeugt.

maxseg(L,m) - maxaux(L,l,m).
maxaux([m],m,m).
maxaux(a.L',|,m):- maxaux(L,m',I"), max(a,l'+a,l), max(l,m',m).

In diesemBeispielist noch sehrvielesvon Hand gesbehenund aud die Auswahl der Lemmata war sehr
speziell. Auch ware ohneeinevorherigeAnalysedasProblem nicht zu lesengewesenda man sonstsehrwahllos
nadh anwendbarenLemmata gesubit hatte. Diese Meglichkeit stelt einer masdinell gesteuertenSyrthese,
in der alle Sdiritte durch eine Strategie bestimmt werden meissen,ebensavenig zur Verfagung wie die auf
das Problem zugeshnittenen Lemmata. Eine Strategie mu daher nach wesetlich allgemeinerenKriterien
vorgehenund eine Methodik verfolgen,die in manden Fallen zwar etwas umstandlich sein mag, aber (fast)
immer zum Erfolg fehrt.
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Mit einerkonkretenSyrthesestrategieauf der BasisaquivalenzerhaltendefTransformationenwerdenwir uns
im nachsten Abschnitt befassenZuvor wollen wir im Rest diesesAbsdnitts jedoch noch den absdilie enden
Sdritt einer Syrthese,alsoder Erzeugungkonkreter Programmediskutieren. In Beispiel5.4.1 hatten wir zur
lllustration ein logisthhesProgramm generiert. Wir wollen die hierbei eingesetzterProgrammformationsregeln
kurz zusammenstellen.

Strategie 5.4.2 (Formation logischer Programme)
Eine Mengebedingter Aquivalenzender Gestalt

8x:D.8y:R. I[x] ) Fxy) ., OI[FR:xYy]
8%, D1.8y,;:R1. I1[X1] ) Fx,y) » OyFR; X1yl

8X,:Dn.8Y,:Rn. Ia[Xn] ) FX.y.) » QIFER;Xa; Yl

wolei auf der linken Seitenur atomare Formeln stehen,wird durch sukzessivénwendungder folgendenRegeln
in ein logischesProgramm umgewandelt.

Die au eren Allguantoren entfallen.
(Alle Variablen im Programmkopf sind implizit allquanti ziert.)

Existenzquantoen auf der rechten Seite der Aquivalenzentfallen.
(Alle neuenVariablen im Programmkerper sind implizit existenzquari ziert.)

Alle Vorbedingungenentfallen
(Vorbedingungenwerden vom Programm nicht eiberpreift)

Aquivalenzenmit einer unerfullbaren rechten Seite entfallen
(Der Programmaufruf weirde keine Lesung nden kennen)

Disjunktionen auf der rechten Seite werden zerlegt in zwei sguentiele Aquivalenzenmit der gleicheri®
linken Seite. Hierzu wird die rechte Seite zunachstauf disjunktive Normalform gebacht.

(Zwei Klauseln mit demsellen Programmkopf gelten als Alternativ en zur L esungdesProblemsund werdender
Reihe nach abgearteitet.)

Funktionesaufrufeder Gestalty=g(x) werdendurch die entsprechenden(bereits bekannten)preadikativen
Programmaufrufe der Gestalt G(x,y) ersetzt.
(Logische Programme kennennur pradikative Programme)

Zerlegungenvon Standaddatentygen wie first(L)/rest(L) werden durch Strukturmuster wie x.L'
anstele von L im Programmkopfersetzt.
(Eine strukturelle Zerlegungdurch Pattern-Matc hing gestieht automatisch)

GleichheitenzwischenVariablen der rechten Seite konnen durch entsprechendeSubstitutionender Va-
riablen auf der linken Seite der Aquivalenzersetztwerden.
(Durch Pattern-Matching wird der Ausgabevariablen der Wert der entsprechenden Eingabe zugewiesen.)

Fuer logisdhe Programmesind die Formationsregelnverhaltnisme ig einfac, da im wesemlichen nur noch
syrntaktische Anpassungeran die Konventionen logisder Programmierspraben vorgenommernwverdenmeissen.
Fur die ErzeugungandersartigerProgrammesind die Programmformationsregelrein wenig komplizierter, da
nun logisthe Konnektive in Programmstrukturen ebersetzt werden kennen. Zugunsteneiner Vergleihbarkeit
der Paradigmengeben wir dieseRegelnnun aud fer die funktionale Programmierungan.

ODer Sonderfall, da die rechte Seite nur aus Disjunktionen einiger F; bestet, kann optimiert werden. Da nun mehrere
Klauseln nur aus dem Aufruf einesF; bestehen,kennen all diese F; umbenanrt werden in dasselle Pradikat. Die dadurch
entstehendenredundanten Klauseln kennen entfernt werden.
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Dabei gehenwir wie bei der Formation logisder Programmedavon aus,da alle vorkommendenatomaren
Formeln bereits als erfullbar bekannt oder rekursive Varianten einer der linken Seitensind. Die Formations-
regeln meissenalso nur angeten, wie man aus bekannten Teillosungeneine Gesantl esung zusammensetzt,
weldhe die zusammengesetzt&pezi kation erfellt. Hierzu geben wir fer jedeslogiste Konnektiv eine eigene
Regelan, wobei { ebenfalls wie bei logisthen Programmen{ Implikationen und Negationennicht individuell
verarbeitet werdenkennen. Wir erwarten alsoam Ende der Transformationeneine gewisseNormalform.

Die einfadhste Formationsregelgibt esfer die Konjunktion. Wenn O einzelnerfullbar ist, und die Ausga-
bebedingung O[x; y] » P(X,y) erfullt werden soll, so kann man P als eine Art Filter fur die Lesungenvon
O betrachten, die man zuvor beredinet hat. Dies bedeutet, da fur alle Eingaben, deren Lesung audc die
Bedingung P erfullt, einfadh dieselLesungebernommenwird. Eine Konjunktion in der Ausgabebedingung
erntspricht also einer Restriktion der Mengeder legalenEingaben.

Lemma 5.4.3 (Formationsregel fur die Konjunktion)

Esseispec=(D, R, I, O) eine keliebigeSgezi kation, P: D R! B ein Pradikat. Die Funktion
body: D6! R erfulle die Spezi kation FUNCTIOR(x: D): R WHEREX] RETURNg SUCHTHATO[X; y].
Dann wird die Spezi kation

FUNCTIONR(x: D): R WHERHEXx] RETURNg$ SUCHIHATOI[X;y] »~ P(X,Y)
von der Funktion body erfullt, falls fur alle x2 D mit | [x] die EigenschaftP ( x, body(x)) gilt.

DieseRegelhat naterlich nur einensehrengenAnwendungstereid, da sie nicht darauf eingeh, ob fer die
kombinierte AusgalebedingungeineanderelL®sungsfunktionbessergeeignetware. Eine angemesseneregel
kann man eigerilich nur fer mengenvertige Programmeangelen, da nur bei diesenProgrammenausgedsickt
werdenkann, da die Mengeder Lesungeneingeshrankt wird zu f y| y2body(x) »~ P(X,y)g.

Eine Disjunktion hatte bei logisdhen Programmenzu zwei alternativen Programmde nitionsteilen gefehrt,
die gema  der Sematik logisther Programmeder Reihe nach verarbeitet werden: die zweite Alternativ e wird
nur dann aufgerufen,wenn die erste nicht zum Erfolg feihrt. Dies bedeutet,da die zweite Alternatie genau
dann aufgerufenwird, wenn die (nicht explizit vorhandene)Eingabebedingungder ersten nicht mehr erfullt
ist. In einer funktionalen Denkweiseertspricht dieseiner Fallunterscheidung die Lesungsfunktiondesersten
Disjunkts wird aufgerufen,wennihre Vorbedingungerfullt ist und ansonstendie Lesungsfunktionder zweiten.

Lemma 5.4.4 (Formationsregel fur die Disjunktion)

Es seienspec (D, R, |, 0) undspec=(D, R, 1° 09 keliebigeSpezi kationen, die von den Funktionen
body: D6!'R bzw.body': D6! R erfullt werden. Dann wird die Spezi kation

FUNCTIOR(x: D): R WHERE[x]_I9x] RETURN$ SUCHTHATO[x; y] _ O9x;y]
erfullt von der Funktion x. if [[x] then body(x) else body'(x) .

Der Existenzquantorfehrte bei logisthen Programmendazu, da fer die neueVariable ein Wert bestimmt
werdenmu te, der dann zur Bestimmung der Lesungweiter verarbeitet wurde. Hierbei gibt eszwei Lesarten.

Im ersten Fall lat sich die Ausgabebedingung zerlegenin ein e Teilbedingung O, bei der die neue
Variable eine Ausgabe besareibt, und eine Teilbedingung O° bei der sie als Eingabe verwendet wird.
Der Existenzquartor dient dann der Besdireibung einer kaskadischerBerechnung

Im anderenFall ist die neue Variable nur eine zusatzliche Ausgabevariable einesanderen Pradikates
O, das nicht weiter untergliedert werden kann. Bei diesem Pradikat handelt es sich dann um eine
Genenlisierung desProblemsund der Existenzquarnor deutet an, da nur eine der Ausgalevariablen
von Interesseist.
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Lemma 5.4.5 (Formationsregeln fur den Existenzquan tor)

1. Es seienspec (D, R,1,0) und spec=(D R,R%1°% 09 heliebigeSgezi kationen, die von den Funk-
tionen body: D6!R bzw.body': D R 6! RO erfullt werden. Dann wird die Spezi kation

FUNCTION(x: D): R® WHERHX] RETURNS SUCHTHAT9y: R. O[x;y] » OYX, Y, 2)
erfullt  x. body' (x, body(x)) , falls fur alle x 2D mit | [x] die Eigenschaftl { x, body(x)) gilt.

2. Es sei spec=(D,R® R, 1, 0) eine beliebige Spezi kationen, die von der Funktionen body: D6!R°® R
erfullt werde. Dann wird die Spezi kation

FUNCTION(x: D): R WHERHEx] RETURNS SUCHIHAT9y: R O[x;y; z]
von der Funktion x. body(x).1 erfullt

Eine weitere Formationsregelergibt sich ausder Tatsade, da Transformationenmeist auf eine rekursive
Bescheibung des Programms abzielen. Weahrend diesebei Logikprogrammenohne weitere Anderung eber-
nommenwerdenkann (das Pradikat “ist' dasProgramm), mu in einer funktionalen Denkweiseein rekursives
Programm erzeugtwerden. Hierbei gilt die rekursive Besdireibung der Ausgabebedingungals Voraussetzung
fur die Formationsregeltaucht aber in der Spezi kation nicht sodirekt auf wie in den bisherigenRegeln.Fer
die totale Korrektheit desgeneriertenProgrammsmu zudemsichergestelltsein,da die Rekursionaud ter-
miniert, da alsodie Eingabe nicht beliebig reduziert werden kann. Die folgendeFormationsregelbesdireibt
die einfadhste Versionder Erzeugungrekursiver Programme:die Ausgabebedingunglat sic zerlegenin eine
rekursive Variante und eine Reihe von Bedingungen,in denendie rekursiv beretinete Teillosung zu einer
Gesantl esungzusammengesetzivird.

Satz 5.4.6 (Formationsregel fur rekursiv zerlegbare Pradik ate)

Esseispec=(D,R° R, 1, O) einebeliebigeSpezi kationen, f 4:D6! Dwohlfundierte”Reduktionsfunktion, *
Q:D D R R! Bundbody:D D R6!R. Gilt fur alle x,x,;2D, y,y,2R mit |[x]
1. 1[x] ) [1[fq(x) =]
2. 1[x]') Oyl , 9y :R. O[fa(x) ;yr] ~ Q(Xf a(x).y r.y)
3- I[X] ) Q:(X’X r;yn hij(x!x rv)/r))
so wird die Spezi kation
FUNCTIOR(x: D): R WHERExX] RETURNS SUCHTHATO[X; y]

erfullt von der Funktion letrec f(x) = body(x, fq(x), f(f 4(x)) )

DieseRegelertspricht der Formationsregelfer Divide & Conquer Algorithmen, die wir in Abschnitt 5.5.4
auskihrlicher bespreben werden. Naterlich ist sie eine drastisdhe Vereinfatung, da im Allgemeinfall das
Ergebnisder Transformationenauch mehrererekursive Varianten der Ausgabebedingungauf der rechten Seite
erthalten kann. Die entsprechende allgemeineRegelist nur wenig anders,bedarf aber einiger zusatzlicher'?
Formalia. Anhand einer Analyse der inneren Struktur rekursiver Funktionen madt man sic relativ scnell
klar, da dieseRegelvollstandigist, da sich alsojede bereterbare Funktion sdreibenlat als

letrec f(x) =let x,..x , =fq(x) in body(x, X,..x ,, f(x ),..., f(x,)
und somit einer rekursiven Zerlegungder Ausgabebedingungin der obengenanien Art ertspricht.

Theorem5.4.6besdireibt die wesetliche hau gere ~ -Reduktion einesProblems,bei der die Spezi kation in
eineKonjunktion von Bedingungenzerlegtwird und zur Beredinung einer einzelnenLesungalle Teillosungen
netig sind. Meglich ist aber audh eine sogenante _-Reduktion, bei der die versdhiedenenLesungender Teil-
problemejeweils direkt zu einer LosungdesGesantproblems beitragen. In einerrein funktionalen Denkweise

1Eine Reduktionsfunktion f 4:D6!Dheit wohlfundiert, wenn eskeine unendlichen absteigendenKetten der Form x, f 4(X),
fa(f a(x), falf alf a(x))), ... gibt.

2Dpie Reduktionsfunktion f 4 messtesobesdiriebenwerden,da siedie Eingabe x in eine Mengereduzierter Eingaben abbildet.
Anstelle von O meisste auf der rechten Seite eine Menge von Bedingungenstehen, deren Ein- und Ausgaben entsprechend von
Q weiterverwendet werden. Eine entsprechende Notation zur Kennzeichnung dieserMengenme te erst eingekihrt werden.
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kann diesnur durch die Verwendungmengenvertiger Funktionen (im Sinnevon De nition 5.2.2.2)exakt wie-
dergegelen werden, da andernfalls die ertstehendeFallunterscheidung wieder einer ~ -Reduktion ertspricht.

Uberhaupt mu festgestellt werden, da Syrnthese durch Transformation mehr auf die Bestreibung aller
Lesungeneiner Ausgalebedingung abzielt und somit logisthe Programme oder mengenvertige Funktionen
als Zielsprate adaquater erstieinen als Funktionen, die nur eine Lesungberedinen. Der hierzu notwendige
Formalisrmusist bisherallerdingsnoch nicht aufgestelltwordenund bleibt ein Ziel fur zukeinftige Forsdungen.

Wir wollen die allgemeineDiskussionvon Syrthesedurch Transformationenmit dem Beispiel einer Pro-
grammformation unter Verwendungder obigenRegelnabsdlie en.

Beispiel 5.4.7 (Maximale Segmentsumme: Programmformation)

In Beispiel 5.4.1 hatten wir das Problem der maximalen Segmetsumme durch Transformationenin
folgenderekursive Bestireibung umgevandelt.

8L:Seq(Z). 8m:Z. L6[] ) maxseg(L,m) , 9a:Z. maxaux(L,m,a)

8L:Seq(Z). 8m,a:Z. L6[] ) maxaux(L,m,a)

L=[first(L)] ~ mefirst(L) ~ a=first(L)
_ rest(L) 6[]] ~ 9m'a: Z. maxaux(rest(L),m'.a")
~ a=max(first(L), a'+first(L)) A~ m=max(m',a)

maxaux ist eineGeneralisierungron maxsegm Sinnevon Lemmab.4.5.2und besitzt selbsteinerekursive
Besdireibung. Um Theorem5.4.6anzuvenden,messenwir nur noch die dort vorkommendenParameter
mit den aktuellen Komponerten in Bezietung setzen.

X enspricht L, y enspricht dem Paar m,a f4(x) enspricht L =rest(L) , y, erntspricht m',a’ und
Q(LL, m,a''m,a) istdie Bedingung
L=[first(L)] ~ mefirst(l) ~ a=first(L)
_ L6[] ~ a=max(first(L),a'+first( L)) ~ m=max(m',a)
f 4 ist o ensichtlich wohlfundiert und eine Lesungfer Q. ist die Funktion
LL,ma. if L=[] then (first(L),first(L))
else let a=max(first(L), a'+first(L)) in (max(m',a), a)
Insgesarh ergibt sich somit folgendefunktionale LesungdesProblemsder maximalen Segmetsumme
FUNCTIOMaxseg(L:§eq(Z)): Z WHERES[] RETURNS)
SUCHTHATm=MAX( ff {L L[] |p2fl.q gg| g2f1.|L| gg)
= snd( Maxaux(L) )
FUNCTIOMaxaux(L:§eq( 2)): Z Z WHERES[] RETURNS|
SUCHTHATmEMAX( ff L L[] |p2fl.qggl g2fl.|L| gg) ~ a=MAX{ L,L[] |q2fl.|L| gg)
= if rest(L)=[]] then (first(L),first(L))
else let (m'I" = Maxaux(rest(L)) in
let a=max(first(L), a'+first(L)) in
(max(m',a), a)

5.4.2 Die LOPS Strategie

LOPS{ eineAbkerzung fer logisthe Programms/nthese{ ist ein transformationsbasiertesSyrntheseerfahren,
weldhes auf einer Reihe von Strategien basiert, die erstmalig in [Bibel,1978, Bibel et.al., 1978 Bibel,1980,
Bibel & Hernig, 1984]bestirieben wurden. Den Mittelpunkt diesesVerfahrensbilden zwei Strategiennamens
GUESS-DOMAIN und GET-REC. GUESS-DOMAIN versutit einen Teil der Spezi kation zu bestimmen,
mit desserHilfe man das Problem soin kleinere Teilproblemezerlegenkann, da sich die Gesantl esungaus
Lesungender Teilprobleme ergibt. Auf der Basis dieser Zerlegungversutit GET-REC dann eine rekursive
Lesung des Problems zu erzeugen.Diese beiden Strategien werden unterstetzt durch eine Reihe weiterer
Strategienzur Vor- und Nadhverarbeitung savie zur Vereinfadciung von Teilproblemen.Aus dem Resultat der
Transformationenwird in einem absdlie enden Sdritt ein Programm erzeugt, wobei man im weseitlichen
der im vorigen Abscnitt bestiriebenenMethode folgt.
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Im Gegensatzzu den meisten Ansatzen ist die LOPS Strategie ein typischer Vertreter einesVerfahrens
ausder kanstlichen Intelligenz. Es basiertim wesetlichen auf syntaktischenSuchverfahen, die { zugunsten
einer BegrenzungdesSudraumes{ durch semaiische Informationen und Heuristiken gesteuertwerden.Dies
wird vor allem durch die Vorstellung motiviert, da ein Mensd bei der Programmierung ahnliche Feahig-
keiten einsetzt wie bei der Lesung anderer Probleme und da somit allgemeine Tedniken, die auf Raten
von Lesungenund Reduktionen auf gekleste Problemebasieren,Anwendung nden. Wir wollenim folgenden
die LOPS-Strategieanhand eineseinfaden Leitb eispielserntwickeln und zum Sclu in gesblosseneiWeise
zusammenstellen.

Beispiel 5.4.8 (Maxim um-Problem)

Das Maximum-Problem besteh darin, einenAlgorithmus zu generierender aus einer gegelenennicht-
leerenMengeS dasmaximale Element mbestimmt. Wie immer beginrt eine Synthesemit der De nition
einesneuenPradikats max daswir eber eine Aquivalenzeinfuhren.

8S:Set( Z). 8m:Z. S6; ) max(S,m) , (m2S ~ 8x2S.x m)

S wird als Input-V ariable und mals Output-V ariable gelennzeitinet. Die Ausgakebedingungist nicht
auswvertbar und bedarf daher einer Transformation.

5.4.2.1 GUESS-DOMAIN

Als ein typischer KI-Ansatz beginrt eine LOPS-Syrthesemit dem Versud, Informationen eber die Ausgale-
werte zu raten. Ein soldhesRaten kann erfolgreid sein,was bedeutet,da man ertweder die gesante Lesung
oder zumindest einen Teil davon geraten hat, oder fehlstlagen, was uns erlaubt, die geratenenWerte aus
der Mengeder zu betrachtenden Meglichkeiten zu streichen. In jedem Falle bedeutet das Raten aber einen
Informationsgewinnfer die weiteren Syrtheseshritte.

Beispiel 5.4.9

Fur die LosungdesMaximum-Problemskennenwir versudien, die gesante Lesungzu raten. Wir fehren
hierzu eineneue\Guess"-Variable g ein und drucken die Tatsade, da wir ertwedererfolgreid geraten
haben oder nicht, durch die Tautologie g=m_ g6 maus.

Naterlich messendie Meglichkeiten fer die Auswahl von g auf irgendeineWeiselimitiert werden,die mit
der ursprenglichen Problemstellungzu tun hat, da ansonsterausalgorithmischer Sicht nichts gewonnen
wird. Wir begrenzendaher das Raten auf Werte g2 S und nehmendiese\Domain"-Bedingung fer g
zusatzlich in die Formel mit auf. Insgesanh wird das Maximum-Problem durch den Ratesdritt in die
folgendeFormel transformiert.

8S:Set( Z). 8m:Z. S6; ) max(S,m) , 9g:Z.g2S » mS~ 8x2SX m~ (g=m_ gém)
Nun trennen wir die beiden Falle auf, indem wir die Disjunktion g=m_ g6 meber die urspreingliche
Ausgabebedingungdistributieren.

8S:Set( Z). 8m:Z. S&; )

max(S,m) , 99:Z.g2S~ (M2S~ 8x2S.X m~ g=m) _ (Mm2S~ 8x2S.x m~ gém)

Damit ist klar, wie das Problem gelst werdenmu : wir messenzunachst einenWert g2 S bestimmen
und dann die beiden Falle einzeln lesen, wobei wir g nun als Eingabewert betrachten derfen. Um
dies deutlicher zu maden, feahren wir zwei neue Pradikate maxlund max2ein, welche den Erfolgs-
bzw. Mi erfolgsfall kennzeitinen und zerlegenwir das Problem in drei Teilprobleme.

8S:Set( Z). 8m:Z. S6; ) max(S,m) , 9g9:Z. g2S ~ (max1(S,g,m) _ max2(S,g,m))

8S:Set( Z). 8g,m:Z. SB; ~ ¢g2S ) max1(S,gom) , mMmS ~» 8x2S.x M~ g=m

8S:Set( Z). 8gm:Z. SB; ~ g2S ) max2(S,g,m) , nmS ~» 8x2S.x m~ gém

Die LesungdeserstenProblemsstelt fest, sobalddie beidenanderengelst sind, da esleicht ist, einen
Wert g2 S zu beredhinen. Das zweite Problem ist trivial zu lesen,da hier die Ausgabe midentisch mit
der Eingabe g sein soll. Uns bleibt also noch die Lesungdes Mi erfolgsfalls, wobei uns nun erheblich
mehr Informationen zur Verfagung stehenals zu Beginn der Syrthese.
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Aus syntaktischer Sidht ist Raten also dasselle wie die Einfeihrung einer neuenGuess-\ariablen g. Dieses
Ratenmu einerseitsmit demurspreinglichen Problemin Bezielung gesetztwerden,damit man die geratenen
Werte auch verwendenkann, und andererseitsauf irgendeineWeiselimitiert werden, damit esalgorithmisch
einigerma en e zien t durchgekhrt werdenkann.

Fur daserstemu man einemegliche Relation'® t zwishender Guess-\ariableng und der Ausgabe\ariablen
y xieren, die nach dem Raten entweder erfullt ist oder nicht. Im einfadsten Fall ist dies, wie in Beispiel
5.4 .9illustriert, die Gleichheit. Wenn die Ausgaben jedoch strukturierte Objekte wie Listen, Mengen,Baume
etc. sind, kann man kaum davon ausgehendie gesante Ausgale in einem Sdritt zu raten. Daher mu es
auch meglich sein, nur einenTeil der Ausgale zu raten, den man z.B. in einem Scritt auf dem Bildschirm
darstellen kennte, und die Relation t erntsprechend als g2 S, g=first(S) , etc. zu wahlen. Da hierfer nur
wenige sinnvolle Meglichkeiten bestehen,die im wesemlichen nur von der Struktur der Ausgaben abheangt,
emp ehlt essid, die Informationen uber zulassigeGuess-Schematan einer Wissensbankabzulegen.

De nition  5.4.10 (Guess-Schema)

Ein Guess-Schemast ein 4-Tupel (R, G, t, displayablg, wolei R und G Datentypensind,t: R G! IB,
displayableR! B und die Eigenschaft 8y: R. displayabl¢y) , 9g:G.t(g,y) erfullt ist.

Ein Guess-Skemaenhalt alsoalle wichtigen Standardinformationeneber megliche Arten, Informationen
eiber einen Ausgabewert zu bestireiben. Wahrend einer Syrnthesewird ein soldhes Sdhema passendzu einem
vorgegelenen Ausgaletyp R ausgevahlt und dann instantiiert. Die Komponerte displayableist eine feste
Zusatzinformation, die beretigt wird um festzustellen,ob GUESSwberhaupt anwendbarist oder ob zunadst
ein Vorverarbeitungssairritt (siehe Abschnitt 5.4.2.3) durchgefihrt werden mu, weil mandce Ausgabewerte
keine darstellbaren Anteile besitzen,die man raten kennte. Sie kennte im Prinzip aust hergeleitetwerden.
Esist aber e zien ter, sieim Sthhemamit abzusgeicern.

Wahrend die Bezielung zwisden Guess-\ariable g und Ausgabkeariable y also aus der Wissensbankge-
nommen wird, mu die Begrenzungdes Ratens durch eine Domain-Condition an g heurististh bestimmt
werden. Eine Heuristik DOMAIN mu hierzu eine Bedingung D C bestimmen, die eserlaubt, die geratenen
Werte e zien t zu bestimmenund die Meglichkeit falscher Ratesdritte klein zu halten, ohnedabei aber dars-
tellbare Anteile meglicher Lesungenaus der Betrachtung zu eliminieren. Prazisiert man dieseBedingungen,
so ergelen sich folgendeAnforderungenan die Heuristik DOMAIN.

1. Ratenmu berederbar sein,d.h. esmu gelten
FUNCTIOR, C(x: D): G WHEREx] RETURN$ SUCHTHATD C(x, ) ist erfullbar
Dies beshirankt die heuristishe Sude auf die Auswahl von Pradikaten, die als erfullbar bekannt sind.

2. Alle darstellbaren Anteile meglicher Lesungenmeissendurch Raten erreichbar sein,d.h. esmu gelten
8x:D.8g:G. I[x] ) (9y:R.O[xyl~t(gy) ) DC(xg) ™

Dies bedeutet, da sich DC(x,g) normalerweise als eine Vereinfatcwung der Formel O[x;y] ~ t(g,y)
ergibt, wozu normalerweise (limitierte) Vorwartsinferenzeneingesetztwerden: man versutt aus der
Formel O[x;y] ~ t(g,y) alle Eigenstaften von x und g zu bestimmen, die sich durch Anwendung we-
niger Lemmata beweisenlassen.Im einfaden Fall (t(g,y) ist g=y) wahlt man eblicherweiseeine echte
Teilmengeder Konjunkte aus O(x,g) .

3. Die Mengeder zu ratendenWerte fg: G| DC(x,g) g sollte klein sein.
Hierdurch wird insbesondereud die Mengeder Mi erfolge beim Raten,alsofg: G| DC(x,g) ~: t(g,y) 0
fur jede Losungy klein gehalten.
4. Raten sollte e zien t sein, d.h. essollte eine sdnelle Lesungexistierenfur das Problem
FUNCTIONR, C(x: D): G WHERHEXx] RETURN$ SUCHTHATD C(x, y)

B3per Namet deutet an, da dieseRelation in tautologischer Weisezur Formel hinzugefugt wird.
n diesemFall gilt fg: G| 9y: R. O[x;y]~t(g,y) g fg:G| DC(x.9) g
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Die letzten beidenKriterien dienenvor allem der Entscheidungshilfe,wenn mehrereMeglichkeiten fer die
Auswahl der Domain-BedingungD C existieren. Sie geben Kriterien fur einenVergleid der o enstehenden
Meglichkeiten an und verlangen Abschatzungen, die sich auf semartische Information stetzen. Da derartige
Informationen derzeit nur sehrunvollstandig von einemautomatischen Systembestimnt werdenkennen, ist
in dieserPhasevon DOMAIN ein Benutzereingri sinnvoll.

Fur die erfolgreidie Durchfehrung einesRatesdirittes sind insgesarh alsodie Wahl einesGuess-Slkeemasder
Wissensbankund die heurististhe, zum Teil berutzerunterstutzte Auswahl der Domain-Bedingungerforder-
lich. Die eigeriliche Guess-Tansformation auf der BasisdieserInformationen verlauft dann ganzsdematish
ab: eswird die Domain-Bedingungund die Tautologie zu der Ausgakebedingung erganzt, die Disjunktion
eiber die Ausgabebedingungdistributiert und sdlie lic h dasganzein drei Teilproblemezerlegt. All dieslat
sich wie folgt in einem Sdiritt zusammenfassen.

De nition  5.4.11 (GUESS-T ransformation)
Es seispec= (D, R, 1, O) eine keliebigeSgezi kation, GS = (R, G, t, displayabl¢ ein Guess-Schema
und DC: D G! IB. Dann ist die durch GS und DC bestimmte GUESS-Transformation de niert als
Transformation der Spezi kationsformel

8x:D.8y:R. I[x] ) F(xyy) , O[xy]
in die Formelmenge
8x:D.8y:R.I[X] ) F(xy) , 99:G.DC(x,9) ~ (F,(x.9,y) _F(x0y¥))
8x:D.8g:G.8y:R. I[x]» DC(x,g) ) F(Xxgy) ., O[xy]~t@y)
8x:D.8g:G.8y:R. I[x]~ DC(x,9) ) F(xgy) , O[xy]~:t(g.y)

Eslat sich verhaltnisma ig einfach nachweisen,da dieseTransformationtatsaclich aquivalenzerhaltendist.

54.2.2 GET-REC

Nad der Anwendungvon GUESS-DOMAIN sind nur noch die beidenneu de nierten Teilproblemezu unter-
suden. Von diesenist normalervweiseeinesertweder trivial erfellbar wie imm Falle des Maximum-Problems
oder relativ schnell als unlesbar nachzuweisen. Eine Bberprafung dieser beiden Meglichkeiten wird daher
unmittelbar im Anschlu an GUESS-DOMAIN durchgekihrt. Fer die verbleibendenungebstenTeilprobleme
wird nun versudit, Rekursioneinzufhren.

Beispiel 5.4.12
Nadh der GUESS-Phasast nur noch daszweite Teilproblem max2desMaximum-Problemsungest.
8S:Set( Z). 8g,m:Z. S6; ~ g2S ) max2(S,g,m) , nmS ~ 8x2S.Xx m~ gém

Wir versuten nun, die rechte Seite der Aquivalenz in eine rekursive Variante der Ausgangsformel
me S~ 8x2S.x mumzusdireiben. Dazu beretigen wir naterlich Informationen dareber, welche Arten

von Rekursion auf einer endlichen Menge S im Zusammenhangmit einem Elemernt g2 S mberhaupt
meglich sind, um eine terminierenderekursive Bestireibung desProblemszu erlauben.

Ein einfade sallgemeinesSdhema zur Reduktion endlicher Mengenmit Hilfe einesElemenes besteh
darin, diesesElemert ausder Mengehinauszunehmenkin solder Sdritt kann nur endlich oft wiederholt
werden, bis die Mengeleer ist, was bedeutet,da eine Rekursionwohlfundiert ist.

Wir versuthen daher,Lemmatazu nden, mit denenwir die Formel meS ~ 8x2S.x m~ gém im
Kontext aller Vorbedingungenin eine Formel der Gestalt meS-g ~ 8x2S-g. x m»

transformieren kennen. Zuvor meissenwir jedoch aud die EingabebedingungS6; mit Hilfe von Lem-
mata zerlegenin die Form S-g6; _ ... . Damit kennenwir die Eingabewerte bestimmen,die fur eine
rekursive Verarbeitung zulassigsind, wahrend wir die anderendirekt behandelnmessen.

Wir suden also in der Wissensbankgezielt nach Lemmata eber Mengendi erenz und leere Menge
(B.1.10.7,negiert), Elemertrelation (B.1.9.5) und bestirankten Allguantor (B.1.11.6):
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B.1.10.7 S-g=; , S#gg _ S=;

negiert S-g6; S6fgg ~ S6;

Nach Erganzungder Disjunktion S=fgg: S=fgg_ S-g6; , S6 ;

B.1.9.5 mS-g, gém~ mS

B.1.11.6 8x2S-g.x m~ g m, 8x2S.x m

Nadh AnwendungdieserLemmataund Zerlegungder Disjunktion in der Eingabebedingungerhaltenwir
8S:Set( Z). 8g,m:Z. S=gg ~ g2S ) max2(S,g,m) , mMmS A 8x2S.x m~ gém
8S:Set( Z). 8g,m:Z. S-g6; ~ g2S) max2(S,g,m) , nmeS-g ~ 8x2S-g.x m~» gém~ g m

In der erstenTeilformel stellt sich sofort heraus,da die Bedingungenne S ~ g6 munter der Vorausset-
zung S=f gg widerspruchlich sind. In der zweiten Teilformel konnenwir nun die De nition desPradikates
maxmit S-g und mzureckfalten, da Ein- und Ausgabkebedingungin rekursiver Form vorliegen.Zusatzlich
fassenwir g m~ g mzusammen.Damit ergeken sich insgesar die folgendenvier Teilformeln

8S:Set( Z). 8m:Z. SB; ) max(S,m) , 9¢g:Z. g2S ~ (max1(S,g,m) _ max2(S,g,m))

8S:Set( Z2). 8g,m:Z. S6; ~ g2S ) max1(S,gom) , 8x2S.x g ~ g=m
8S:Set( Z). 8gm:Z. S=fgg ~ g2S ) max2(S,g,m) , false
8S:Set( Z). 8g,m:Z. S-g6; ~ g2S) max2(S,g,m) , max(S-gm) ~ g<m

wobei wir die Ausgalebedingungvon maxZlebenfalls durch Substitutionen und Entfernung von Redun-
danz vereinfatit haben. Nun erweisensidch alle Bestandteile als auswertbar und wir kennen mit der
Strategie 5.4.2 dasfolgendeLogikprogramm zur Lesungdes Maximumproblemserzeugen.

max(S,M) - member(G,S), max-aux(S,G,M).

max-aux(S,G,M) :- setminus(S,G,SminusG), max(SminusG,M), less(G,M),!.

max-aux(S,M,M) :- setless(S,M).

Im Gegensatzzu GUESS-DOMAIN besteh die Strategie GET-REC zur Einfahrung von Rekursion nicht
aus einer festgelegtenTransformation sondernist durch ihr Ziel { die Einfuhrung von Rekursion'® { de niert.
DiesesZiel ist, genaubesehen eine disjunktive Zerlegung der Eingalekedingung in eine rekursive Variante
der ursprenglichen Eingabebedingungund einer Bedingung an Eingaben, fer die Rekursion nicht in Frage
kommt, savie einekonjunktive Zerlegungder Ausgaleledingung in einerekursive Variante der ursprenglichen
Ausgabebedingungund zusatzlichen Anforderungen.Zusatzlich soll erreidit werden,da au er den Ausgang-
sbedingungennur noch erfellbare Pradikate vorkommen.

Die Transformation mit dem Ziel der Rekursion wird im wesetlichen durch eine Sude nach geeigne-
ten Lemmata erreict, in denendie Bezielung zwisden einer reduzierten und der nichtreduzierten Form
der vorkommendenPradikate behandelt wird. Dies verlangt vor allem nach einer guten Strukturierung der
Wissensbankund einer ertsprechendenSudimethode, mit der anwendbareLemmata scinell aufgespirt 16

Wesettlich ist aber naterlich aud die Frage, weldhe Arten von Rekursion eberhaupt meglich sind, um ei-
nensinnvollendenterminierendenAlgorithmus zu generieren. Da Rekursionseinéihrung nur dann Sinn madt,
wenn aud die geratenelnformation zur Problemreduktion verwendet wird, wird die Art der Rekursionim
allgemeinenvon der Guesswariablen und der Eingabevariablen abhangen, also aus einer Reduktionsfunktion
bestehen,die zu x2 D und g2 Geinen Wert xe& g bestimnt, der kleiner ist als x. Naterlich mu dieseFunk-
tionwohlfundiert sein,da sonstkeine Terminierungsgaratie gegelenwerdenkennte. Da letztereszur Laufzeit
einer Syntheseeine sehrhohe Belastungdesinferenzsystemsedeutenweirde und Rekursionennormalerweise
ohnehinnur von den Typen Dder Eingabewerte und Gder Guesswariablen abhangen,emp ehlt essic, auc
dieselnformation als Rekursionsskemain einer Wissensbankabzulegen.

De nition  5.4.13 (Rekursionssc hema)

Ein Rekursionsschemast ein Tripel (D, G, &), wolei D und G Datentypensindunde: D G! D
eine wohlfundierte Reduktionsfunktion.

15Der Name GET-REC Goal-oriented Equivalence T ransformation) deutet an, da die Transformation zieloriertiert ist.
18Eine gute Methode ist die Verwendungvon Hashtabellen, die nach dem Kriterium awserer/innerer Operator erstellt werden.
Die Lemmata des Anhang B sind nach einem solchen Kriterium sortiert.
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Diese De nition behandelt nur die einfadhe Form einer Rekursion. Im Allgemeinfall kann eine rekursive
Zerlegungeiner Eingabe auch mehrere\kleinere” Eingabewerte erzeugen(vergleide die Diskussionauf Seite
236). Die allgemeinsteForm einesRekursionsshemasbesteht daher aus einer wohlfundierten Reduktions-
funktion ¢ : D G! Set(D), wasformal allerdings etwas aufwendigerzu handhaben ist. Unter Verwendung
all dieserinformationen geht die Strategie GET-REC insgesarh wir folgt vor.

Strategie 5.4.14 (GET-REC)
Essei 8x:D.8y:R. I[x] ) F(xy) , O[x;y] die Ausgangsformetier Syntheseund G der Typ derin der
GUESS-PhasdestimmtenzustzlichenVariablen. Die Strategie GET-REC transformiert eine gegelene Spezi-

kationsformel der Gestalt 8x: D. 8g: G. 8y: R. I'(x,g) ) F(x9,y) . O9x;g;y] mit denfolgenden
Schritten in eine rekursive Form

1. Wahle ein RekursionsschemdD, G, &) ausder Wissenslnk.

2. Durch gezielteSuchenach anwendlaren Lemmata eiker die Beziehungzwischeneiner reduzierten und
der nichtreduzierten Form der vorkommenderPradikate schreibe die Eingalkeledingungum in eine For-
mel der Gestalt [,(X,g) _I[x¢g=x] und die Ausgakledingung um in eine Formel der Gestalt
9:. Olx& Giyr =xyl) ~ QX9 +.Y)

3. Smlte die nichtrekursiven Lesungenab, ersetzedie Konjunktionsglieder aus O durch F und erzeuge
insgesamtdie Aquivalenzformeln

8x:D.8g:G.8y:R. 1uyx,09) ) Fxgy) , 0IxgyV]
8x:D.8g:G.8y:R. I(x&Q) ) F'(x,9,y) , 9y Fxegyr) ~ QX0 1Y)

4. Vereinfachedie entstandenenFormeln soweitwie meglich und ukerprufe die Auswertlarkeit.

5.4.2.3 Unterst utzende Strategien

Die StrategienGUESSund GET-REC bilden den Kernbestandteil jeder mit LOPS durchgefihrten Syrthese.
In einfadhen Fallen reichen siein der bisher bestiriebenenForm aus, um dasvorgegelene Problem zu lesen.
Normalerweisesind jedoch einige unterstutzende Tedniken notwendig, um eine LOPS-Syrthese erfolgreich
zum Ziel zu fuhren. Neben einigenallgemeinenTedniken wie Normalisierung, Simpli kation durch gerichtete
Lemmata (vergleitie Abschnitt 5.6.1), Unterproblem-Erzeugungfeir komplexere Ausdreicke und Ersetzung
nichtauswertbarer Pradikate durch aquivalerte auswertbare Pradikate (GET-EP) gelt eshierbeivor allemum
Strategien zur Unterstetzung von GUESS-DOMAIN im zusammenhangnit strukturierten Ausgakewerten.

Sokann eszum Beispielbeiinduktiven Datenstrukturen Ausgalkewerte ohnedarstellbare Anteile geben, die
durch einenVorverarbeitungssairritt (Preprocessing abgespalterund separatgelost werdenmeissen.Bei meh-
reren Ausgabewerten (Produkten) ist essinnvoller, das Raten auf einen Ausgalkewert zu fokussieren.Hierzu
mu man entwederdie Anzahl der Ausgabevariablen durch Bestimmung funktionaler Abhangigkeiten reduzie-
ren (GET-RNV), die Ausgalkebedingungenseparierenum die Ausgabevariablen separatbehandelnzu kennen
(GET-SOC), oder einehierarchisthe Losungversudien, indem zunadst die bestgeeignetestédusgalevariable
fur das Raten ausgevehlt wird (CHVAR) und dann in einer inneren Scleife die anderen Ausgakevariabin
behandeltwerden, wobei die Abhangigkeiten zwisthen den Ausgabevariablen ebenfalls bereicksichtigt werden
(DEPEND). Wir wollen dieseUnterstetzungsstrategienim folgendenkurz bespreben.

Prepro cessing fur GUESS

Bei der bisherigenBesdireibung der StrategieGUESSsind wir davon ausgegangerga dasRateneinerLesung
bzw. einesTeils davon, im Prinzip immer meglich ist. Fer induktive Ausgabedatertypenist diesjedoch nicht
immer der Fall, da zu diesenmeist auch ein \leeres" Basisohekt gehort, weldheskeinerleidarstellbare Anteile
besitzt. Derartige Sonderalle messendaher durch einen VVorverarbeitungssaritt abgespaltenwerden, bevor
daseigeriliche Raten beginnenkann.
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Tednisth bedeutetdies,da man zunadst diejenigenEingabewerte bestimmenmu , die zu einemAusga-
bewert ohne darstellbare Anteile geheren. Wahrend fer alle anderenEingaben die ubliche GUESS-DOMAIN
Strategie anwendbar ist, mu fur diese\primitiv en" Werte eine direkte eine Lesungbestimnt werden. Im
Allgemeinfall ist dies jedoch nicht sehr schwer, da die Mengefy: R| : displayable(y) g der Ausgabewerte
ohnedarstellbare Anteile meist einelemetig ist.

Die zertrale Aufgabe des Vorverarbeitungssatrrittes ist somit, die primitiven Eingaben zu identi zieren,
alsoein Pradikat prim zu bestimmenmit den Eigensaften

8x:D. (9y:R. I[x]~ O[x;y] ~ : displayable(y)) ) prim(x)
8x:D. I[x] » prim(x) ) 9y:R. O[x;y]

Im allgemeinenbestimnt man prim durch Vereinfadwung der Formel | [x] »~ O[x;y] » : displayable(y) |,
wozu normalerveise (limitierte) Vorwartsinferenzed’ eingesetztwerden. Mit diesemPradikat transformiert
man nun die Spezi kationsformel

8x:D.8y:R. I[x] ) Fix,y) , OI[xy]

in die Formelmenge
8x:D.8y:R. I[x] »~ prim(x) ) Fx,y) , OI[xy]
8x:D.8y:R. I[x] ~ :primx) ) Fix,y) , O[xy]

Das erste dieser beiden Teilprobleme besitzt ublicherweise eine sehr einfacdhe Lesung{ namlich genau
das einey, fur das : displayable(y) gilt. Das zweite Teilproblem kann nun in der bisher bekannten Weise
weiterverarbeitet werden. Wir wollen diese Tecdnik an dem Vorverarbeitungssairitt bei der Syrthese von
Sortieralgorithmenillustrieren.

Beispiel 5.4.15 (Synthese von Sortieralgorithmen { Vorverarb eitung)

Das Problem der Sortierung von Listen ganzer Zahlen besteh darin, zu einer gegelenen Liste eine
Umordnung der Elemerte zu nden, die geordnetist. Dabeiist einelListe L geordnet, wennihre Elemerte
in aufsteigendeReihenfolgeangeordnetsind, was sich wie folgt formal de nieren lat

ordered( L) 8i 2f1..] L|-1 g. L[] LJ[i+1]

Da die Umordnung von Listen durch dasin Anhang B.2 de nierte boolestie Pradikat rearranges
reprasetiert wird, kennenwir dasSortierproblemnun durch die folgendeAquivalenzformelpezi zieren.

8L,S:Seq(Z). true ) SORT(L,S), rearranges(L,S) ~ ordered(S)

JedesGUESS-Sbemader Wissensbankmu die Ausgalewerte mit darstellbaren Anteilen charakteri-
sieren.Unabhangig von der konkreten Tautologierelationt sind diesgenaudie nichtleeren Listen ganzer
Zahlen, d.h. esgilt : displayabléS) S=[] . Bevor wir also die Strategie GUESS-DOMAIN auf das
Sortierproblem anwendenkennen, meissenwir den Bereich der \primitiv en" Eingaben bestimmen,also
ein Pradikat prim:Seq( Z)! B herleiten mit der Eigensaft

9S:Seq(Z). rearranges(L,S) ~ ordered(S) ~ S=[] ) prim(L)

Die Substitution von S durch [] und die AnwendungdesLemmaseber die Umordnung leerer Listen
(LemmaB.2.26.1)liefert prim(L)  L=[] . Die zweite Bedingung
L=[] ) 9S:Seq(Z). rearranges(L,S) ~ ordered(S)

hat trivialerweisedie LosungS [] , da esnur eine Art von Listen ohne darstellbare Anteile gibt. Nach
der Vorverarbeitung mu nun das folgende Teilproblem des Sortierproblemsmit der eblichen LOPS-
Strategie gest werden.

8L,S:Seq(Z). L6[]] ) SORT(L,S), rearranges(L,S) ~ ordered(S)

17DieseStrategie kennte zum Beispiel mit Hilfe einer allgemeinenTednik zur Bestimmung der Vorbedingungenfur die Guiltig-
keit einer logischen Formel, die in [Smith, 1985k Section 3.2] bestrieben ist, automatisiert werden.
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GET-RNV { Reduce Number of Output V ariables

Bei Syrntheseproblemenmit mehreren Ausgalkewerten weirde das raten verhaltnisme ig kompliziert, wenn
gleichzeitig alle Ausgabewerte geraten werden meissten. Die Strategie GUESS ist daher darauf ausgelegt,
jeweils nur einen einzelnen Ausgabewert zu verarbeiten. Um dies zu unterstetzen, versutt die Strategie
GET-RNV, die Anzahl der Ausgalevariablen desProblemsdadurch zu verringern,da unmittelbar erkenntare
Abhangigkeitenzwisten den Variablen aufgespirt werdenund eine Ausgalevariableals Funktion der anderen
Variablen bestirieben wird. Dies bedeutet,da eine Spezi kationsformel der Form

8x:D.8(yy): R R% I[x] ) F(xyy) , Oyl
transformiert wird in eine Formelmengeder Art

8x:D.8(yy): R R% IX]) Fxyy) . FXxy) » y=glxy]

8x:D.8y:R. I[x] ) F&xy) ., Okxygxyl=xyy']

Die Bestimmung der funktionalen Abhangigkeit y'=g [x;y] bestirankt sich hierbei auf Zusammenmnge,die
unmittelbar mit Hilfe weniger Lemmata nadhzuwveisensind. Ansonstenist dieseStrategie nicht amwendbar.

Beispiel 5.4.16 (Reduktion des FIND-Problems)

Das Problem, zu einer gegelenenMenge S von ganzenZahlendasi -t-gre te Elemert a zu bestimmen,
ist nicht ganzleicht zu formalisieren,wenn man nur die elememaren Mengenogrationen (ohne den all-
gemeinenSet-Former) zur Verfagungstehenhat. In diesemFalle lautet die naheliegenstd-ormalisierung,
da Sin zwei MengenSlund S2sowie dasElemert a zerlegbarseinmu, wobei S1nur ausElemenen
bestel, die kleiner sind alsa, und S2nur ausgre eren Elemerten, wobei S2genaui-1 Elemerte haben
mu . DieseCharakterisierungfeihrt zu folgenderSpezi kation desFIND-Problems
8S,i. 851,a,S2. i 2f1..|S| g ) FIND((S,i),(S1,a,S2))
, S=SIfag[ S2 ~ 8x2Slx<a ~ 8x2S2.a<x ~ |S2|=i-1

DiesesProblemerthalt drei Ausgabevariablen,von denenzumindesteineredundart ist, dasievollstandig
durch S, aund die andereAusgabemengebestiriebenwerdenkann. Genaudiesfestzustellenist die Auf-
gabe von GET-RNV: da S1, S2und fag disjunkt sind, lat sich S1sich darstellenals S1 = S(S2+a),
was zu folgenderreduzierten Form desProblemsfeihrt.
8S,i. 8S1,a,S2. i 2f1..|S| g ) FIND((S,),(S1,a,S2))
. FIND'((S,i),(S1,a)) ~ S1
8S,i. 8S2,a. i 2f1.|S| g ) FIND'((S,i),(S2,a))
, a2S + S2S-a » 8x2[S(S2+a)la<x ~ 8x2S2.x>a » [S2|=i-1

GET-SOC { Separate Output Conditions
Da die Strategie GET-RNV sdnell an die Grenzenihrer Anwendungsnoglichkeiten ste t, versudit die Stra-

tegie GET-SOC als nadistes, die Ausgabebedingung O[x;y;y' ] in unabhangigezu zerlegen,in denenjeweils
nur eineder beiden Ausgabevariablen vorkomnt. Dies bedeutet,da eine Spezi kationsformel der Form

8x:D.8(yy): R R% IX] ) F(xyy) . Oxyy]
transformiert wird in eine Formelmengeder Art

8x:D.8(yy): R R% I[x]) F(x,y.y") . F1(xy) ~ F2(x,y)

8x:D.8y:R. I[x] ) F1(x,y) , Os[xy]

8x:D.8y": R% I[x] ) F2(xy) , Oaxy']

DieseZerlegungvon O[x;y;y' ] in O1[x;y] und O,[x;y' ] mu auf rein syntaktischer Basisdurchfehrbar sein.
Die einfacdhste Methode hierfur ist, jeweils diejenigen Konjunktionsglieder von O[x;y;y' ] aufzusammeln,in
denenausstlie lich y bzw.y' als Ausgalevariablenvorkommen.WenndieseTednik versagt,ist die Strategie
GET-SOC nicht anwendbar.
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CHV AR { Choose Output-V__ariable

Bei Problemspezi kationen mit mehrerenAusgalewerten, bei denenweder GET-RNV noch GET-SOC zum
Ziel fuhren, mu versutt werden, eine hierarchisthe Losung des Problems zu generieren.Dies bedeutet,
da die Beredinung deszweiten Ausgabkewertes ein Teilproblem wahrend der Beredinung deserstenwerden
wird, wobei diesesTeilproblem erst nach der Anwendung von GUESS-DOMAIN auf die \ au ere" Variable
angegangerwird, also nachdem fur dieseVariable ein geratenerWert als zusatzliche Eingabe vorliegt. Die
Hauptfrage, die hierfer zu klaren ist, welche der Ausgabevariablen als ersteszu behandelnist.

DasVerfahrenCHVAR, mit demdieseVariable bestimmt wird, ist verhaltnisma ig aufwendigund benetigt
eine Reihe semartischer Zusatzinformationen, die eigerlich nur von einem Benutzer des Syrthesesystems
gegelen werdenkennen. Bei einer Spezi kationsformelder Form

8x:D.8(y,y): R RO I[x] ) FXxyy) ., Oxyy]
Wahlt man fur jede der beiden Ausgabevariableny und y' ein Guess-Skkema aus der Wissensbankund

fuhrt die Heuristik DOMAIN aus.Ansdlie end vergleicit man die Anzahl der Werte der Ausgabebereidie R
und R, die durch Raten erreicht werdenkennen, also

| fy:R| 9g:G. DC(x,9) ~t(gy) gl und |fy: R° 9g: G% DCAx,g) ~tYg'y) gl
und wahlt diejenige Ausgabevariable, bei der diese Anzahl geringer ist. Dies hat zur Folge, da bei der

Bestimmung aller Lesungendes Problemsdie Anzahl der au eren Rekursionendes generiertenAlgorithmus
kleiner ist, was{ ho entlich { zu eineme zien teren Algorithmus fehrt.

DEPEND { Bestimme Abh angigk eiten der Ausgab en

Nadhdem CHVAR die au ere Variable fur GUESS-DOMAIN festgelegthat und der au ere Ratesdritt aus-
gekhrt wordenist, versudt die StrategieDEPEND die Abhangigkeiten zwisdien der au eren und der inneren
Ausgabevariablen zu bestimmen. DiesesZiel ahnelt dem der Strategie GET-RNV, verlangt aber ein aufwen-
digeresVerfahren.

Esseio.B.d.A. y die von CHVAR ausgevahlte Ausgalevariable fer denau eren Ratesdritt. Dann ist nach
der Anwendungvon GUESS-DOMAIN die folgendeFormelmengegeneriertworden.

8x:D.8(yy): R R% I[x] ) F(xyy) , 9g:G. DC(x9) ~(F(x9yy) _Fxgyy))
8x:D.8g:G.8(yy): R R%I[X]~DC(x0) ) FXxayy) . Oyy]~t@y)
8x:D.8g:G.8(y)y): R R%I[X[~DC(x0) ) FXxgyy) . OXyy]~:tgy)

Die Strategie DEPEND versudit nun die maximale Teilbedingungvon O[x;y;y'] zu bestimmen, die beide
Teilproblemelesbarmadt, wenn x,g und y als Eingabevariablen vorausgesetziverden.

Die Heuristik hierfur gelt relativ grob vor: eswird die gre te Menge O9x;y;y'] von Konjunktionsgliedern
aus O[x;y;y'l gewahlt, in deneny' vorkommt. Ansdlie end wird versudit, die beidenreduziertenProbleme
8x:D.8g:G.8y:R. 8y: R% I[Xx]~DC(x,9) ) F.,(x0V.Y) . OIxyy' 1~ t(gy)
8x:D.80g:G.8y:R. 8y: R% I[x]~DC(x,9) ) F,(xaVy.y) . OIxyy' 1~ :t(gyy)
mit Eingabevariablen x,g und y zu syrthetisieren, wobei man sich wider auf \leicht zu ndende" Lesungen

konzenriert. Sind f, und f, die zugetorigen generiertenLesungsfunktionen,so wird { wie bei GET-RNV {
im urspreinglichen Problemy' durch f (x,0,y) ersetzt, was zu folgenderFormelmengefehrt.

8x:D.8(yy): R R% Ix] ) F(xyy) ., 93:G.DC(xg) ~(F.(xayy) _Fxgyy))
8x:D.8g:G.8(yy): R R%I[X~DC(x0) ) FXxgyy) . Fxgy) -~ y=f.(xgy)
8x:D.8g:G. 8y:R. I[x] ~ DC(x,9) ) FRXxg9y) . Oxyf.(xgy) =xyy']1~tg.y)
8x:D.8g:G.8(yy): R R%IX~DC(x0) ) FXxgyy) . FExgy) -~ y=f,(xgy)

8x:D.8g:G.8y:R. I[x] ~ DC(x,9) ) F(x,0y) ., OXyf,(x,0y) =xyy']1~:t(g.y)
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5.4.2.4 Das Verfahren als Gesamtstrategie

Mit den soceben vorgestellten Zusatzstrategienlassensich die Hauptstrategien GUESS-DOMAIN und GET-
REC auf viele verstiedeneProblemstellungenanpassenwodurch dasLOPS-Verfahren{ zumindestaustheo-
retischer Sicht { zu einemrecht madtigen Syrtheseserfahrenwird. Wir fassendie bisher einzelnvorgestellten
Strategiennun zu einer Gesantstrategie zusammen.

Strategie 5.4.17 (LOPS{V erfahren)
Gagelen sei eine Problemspzi kation spec= (D, R, I, O).

1. De nieredasPradikat Fdurch 8x: D.8y:R. I[x] ) F(x,y) , OIx;y] und markiere x als Eingale.

2. GUESS-Phase:

{ Bestehty ausmehreren Ausgalevariablen,soversucheeine Problemeduktion mit GET-RNV, GET-
SOC oder CHVAR/DEPEND

(a) Wahle ein GUESS-Schemd R, G, t, displayabl¢ mit Ausgaletyp R ausder Wissenslank
(b) Enthalt R nichtdarstelbare Ausgalen, so smlte diesedurch Bestimmungeines Pradikats prim ab.
(c) Bestimmedie Domain-Condition DCmit der Heuristik DOMAIN
(d) Transformiere die Ausgangsformeldurch Hinzufugen der gemtenen Information und spalte das
Problemin Teilproblemegena De nition 5.4.11.
Markiere g als Eingatevariableder neuenHilfspradikate und behande alle Teilproblemeeinzeln.

3. Testedie Auswertlarkeit und WiderspruchlichkeiteinzelnerTeilproblemeheuristisch. Der Nachweismu
in wenigenSchritten durchfuhrbar sein.

Dalei fuhrt einfachesGuessingimmer zu trivial leskaren Teilproblemenim Erfolgsfall und induktive
Datenstrukturen oft zu widerspruchlichen Teilproblemeim Mi erfolgsfal |.

4. GET-REC-Phase (siehe Strategie 5.4.14 auf Seite 242)
(a) Wahle ein RekursionsschemdD, G, &) ausder Wissenslank.

(b) Durch gezielteSuchenach Lemmataeler die Beziehungzwischeneiner reduzierten und der nich-
treduzierten Form der vorkommendenPreadikate schreile die Formel um in eine rekursiveVariante
der AusgangsformelDalei kann eine Absmltung nichtrekursiver Lesungenerforderlich sein.

5. Vereinfache die entstandenenFormeln soweit wie meglich und uberprufe die Auswertlarkeit. Starte
LOPS erneut, wenn eine Formel nicht auswertlar ist.

6. Konstruiere aus der rekursivenFormel ein Programm

Aus Sidht der Keunstlichen Intelligenz ist das LOPS-Verfahren ein sehr vielseitigesund maditiges Kon-
zept, da sehrversdiedenartige Problemstellungenmit nur wenigenGrundstrategien auf recht elegarte Weise
gebst werden kennen. Diese Eleganzgilt bisher jedoch nur auf dem Papier, da esin der Tat sehrviel Intel-
ligenz benstigt, um eine LOPS-Syrtheseerfolgreid zum Ziel zu fehren, und noch nicht geklart ist, wie diese
Sdiritte schematisiert und in eine automatisd auszudkhrende Methode umgevandelt werden kennen. Auf
einenungesibten Anwenderwirkt dasLOPS-Verfahrendaher oft recht ziellos,da ihm keine festenRegelnzur
Verfugungstehen,nach denener die netigen Umformungenauswahlen kann. Die Angabe solder zuverlassiger
Regelnund ihre Einbettung in ein formalesKonzept ist daher noch ein o enes Forsdwungsproblem.
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5.4.3 Integration in das allgemeine Fundamen t

Wir wollen das nur andeuten

Satz 5.4.18 (In tegration von LOPS { simple Variante)

Essei ...

Ist (D,R, &) ein wohlfundiertesRekursionsschemaind gilt

8x:D. 8g:R. 1(x) , lpase(X,9) _ (X &Q)
8x:D. 8g,y,y r:'R. DC(x,9) ~: O(x,g) ~ g6y )
O(xy) , O(x&gyr) » QecX,0,Y r.Y)

und sind die folgendenProgramme korrekt
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FUNCTIONpc(x:D):R  WHEREx) RETURN§ SUCHTHATDC(x,9) = fgc(®)
FUNCTIONgase (X,0:D R):R WHEREpse(X) ~ DC(x,9) ~: O(X,9)

RETURN$ SUCHTHATO(x,y) ~ g6y = fpase(X,9)
FUNCTIONRec(X,0,y r:D R R):R WHEREX & g) » DC(x,g9) ~: O(x,g) »O(x& g,y r)

RETURN$ SUCHTHATgEY ~ QedX.8)yY r.Y) = freX9y )

dann ist dasfolgenderekursive Programm korrekt

FUNCTION(x:D):R  WHEREXx) RETURN$ SUCHTHATO(X,Y)
= let g=fg(x) in if O(x,g) then g
else if lpase(X,g) then fpase(X,0)
else frec(x,9,f(x &0))

Erweiterung: allgemeinesSGUESS, komplexereRekursion, mengenvertige Funktionen
7! Einbettung von LOPS durch Theoreme
7! Strategien= Bestimmung der notwendigenParameter

Versud der Umsetzungin ein formalesSystem
1. vie EQ trafo desTheorems{ vorstellen

Ebenemwedisel und algo-theorie{ am simplen LOPS vorfehren (hierzu mehrin 5.5)

bergang:das bestreben um die Verbesserungvon LOPS fehrt in die Gleiche Richtung wie Algo-Theorien.

Nur soterminiert es.

5.4.4 Synthese durc h Tranformationen im Vergleich

Auch wenn die Verwendungvon Transformationsregelnund Rewrite-Tedniken anstelle von starren Kalk el-
Regelnvom Prinzip her wesetlich exiblere und e zien tere Systemeverspridt, wurde in praktischer Hinsicht
mit Verfahrenzur Syrthesedurch Transformationenbisher nicht mehr erreidit als mit dem Prinzip \Beweise
als Programme". Dies liegt im wesetlichen daran, da sich viele Transformationensich auch als Beweistak-
tiken (sogenante Konversionen siehe[Jadkson,1993¢ Kapitel 8.8]) in beweisbasierteSystemeintegrieren

lassen.Zum anderen
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5.5 Programmen twicklung durc h Algorithmensc hemata

Praktische Erfahrungenhaben gezeigt,da der Umgangmit Synthesesystemengie auf der BasisdesPrinzips
\Beweiseals Programme" operieren oder Programme durch Anwendung von aquivalenzerhaltendenTrans-
formationen erzeugen sehr mehsamist und da man uber die Syrthese einfachster Beispielé® nicht hinaus-
kommt, ohnevon einem Berutzer massie Eingrie in den Syntheseproze zu verlangen.Der Grund hierfer
liegt im wesetlichen darin, da in beiden Ansatzen allgemeineVerfahren die Anwendung elemetarer logi-
sdher Inferenzensteuernund zur Unterstetzung bestenfallsLemmata eber vershiedeneAnwendungstereide
heranziehen Eine Verarbeitung von wirklichem Programmierwissenalsovon Erkenrtnissen eber Programm-
strukturen und ihre Eigenstaften, ndet jedoch nicht statt. Aus diesemGrunde ist eine Steuerungderartiger
Systemedurch einen\normalen” Berutzer" kaum meglich, da diestiefe Einsichten in die Strategie und Ver-
trautheit mit der Denkweiseder zugrundeliegenderKalk elle verlangt. Da Programmiererim allgemeinenaber
keineLogiker sind, kann von einerediten Unterstetzung bei der Entwicklung korrekter Programmenoch nicht
gesprahen werden.

Ein Konzept, das sich deutlich starker nadh den Bederfnissen der Praxis richtet, ist der Versud, Pro-
gramme durch Verwendungvon Algorithmenschematazu synthetisieren. Es basiert auf der Erkenrtnis, da
in Lehrbeichern wber die Methodik desProgrammierens[Knuth, 1968,Knuth, 1972,Knuth, 1975, Gries,198]
sehr stark auf die Struktur von Algorithmen eingegangerwird, die fer eine Lesung bestimmter Probleme
besondergyeeignetist, und ebensoauf Methoden, derartige Algorithmen zu ertwickeln. Programmiertedini-
ken wie Geneite-and-Test, Divide-and-Conquer,Problemeduktion, Binarsuche, Backtracking, Dynamische
Programmierung, Sieke, etc. sind den meisten Programmierern wohl vertraut und es gibt nur sehr wenige
algorithmische Probleme, die nicht mit einer dieser Tediniken eleganh gelost werden kennen. Syrthese\er-
fahren, die fur gewohnliche Programmierer verstandlich und kortrollierbar sein sollen, sollten sich daher an
diesenErkenrtnissen der Programmiermethalik orientieren und Wissenwber die Struktur von Algorithmen
verarbeiten. Ein Berutzer sollte die Algorithmenstruktur seinerWabhl festlegenkennenund das Synthesesys-
tem sollte die Strategienbereitstellen, die Komponerten einesderartigen Algorithmus zu bestimmenund die
Bedingungenfur seineKorrektheit zu wmberpefen. Durch die engerenVorgaben ist diesesVorgehenerheblich
zielgeriditeter als Verfahren,die auf allgemeinenTedniken (wie Induktionsbeweiseroder die LOPS Strategie)
aufgebautsind, und fehrt daherauch scneller zum Ziel.

Obwohl dieser Gedanle an sich sdon relativ alt ist, hat eslange gedauert, ihn in einem erfolgreitcen
und leistungskhigen Systemumzusetzen.Das Hauptproblem hierbei war vor allem, ein tragfahigestheore-
tisches Fundamert zu sda en, weldhesdie Korrektheit sthematist erzeugterAlgorithmen sicherstellt und
es ermeglichte, einen Gro teil der Beweislast ein fur alle Mal im Voraus abzuhandelnund somit aus dem
eigerlichen Syrtheseproze herauszunehmenZudem war es netig, die Struktur versdiedenerKlassenvon
Algorithmen zu analysieren,die Komponerten dieserAlgorithmen innerhalb einer einheitliche Besdreibung
zu identi zieren, Axiome fur die Korrektheit der Algorithmen aufzustellenund die Korrektheit dessthemati-
sthen Algorithmus nachzuweisen.Sdlie lich mu ten Strategienzur systematistien Erzeugungder fehlenden
Komponerien enwickelt werden, die sich { der praktischen Durchfehrbarkeit wegen{ meistensauf vorge-
fertigte Teilinformationen stutzen, ansonstenaber in einem formalen logisdhen Kalkel eingelettet sind und
somit als Beweis- oder TransformationsregekinessehrhohenAbstraktionsniveausangesehenverdenkennen.

In denletzten Jahrensind die wichtigsten algorithmischen Strukturen wie Divide-and-Conquef{Smith, 1983a,
Smith, 1985a,Smith, 1987a],LokalsuchgLowry, 1988,Lowry, 1987,Lowry, 1989,Lowry, 1991],Glolkalsuchalgo-
rithmen [Smith, 1987b,Smith, 19914, DynamischeProgrammierung[Smith, 1991bJund Problemeduktionsge-

BNicht selten hert man das Argument, da Syrthesesystemeaus diesemGrunde keinerlei praktische Relevanz besitzen. Man
kenne ebensogutdie wenigenBeispieledirekt in einer Wissensbakabspeichern und dann nach bedarf herausholen.

Im Prinzip ist die Programmentwicklung durch Algorithmenschemata eine konsequete Fortsetzung diesesGedankens: man
speichert tatsachlich vorgefertigte Lesungenin einer Wissensbankab. Allerdings lat die Vielzahl der meglichen Algorithmen
esnicht zu, diesekomplett abzuspeichern. Statt dessenmu man von den Besonderheitenkonkreter Algorithmen abstrahieren
und Schemata abspeichern, bei denen einige Parameter noch einzusetzensind. Die Strategie lauft dann darauf hinaus, diese
Parameter im konkreten Fall zu bestimmen.
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A Kanonische Theorie-Erw eiterung P
* x
Theorie-Erw  eiterung: | |
Komp onen ten+Axiome : :
Modell |
| |
T I T !
| A Kanonische Erweiterung 3 P
I * - - -————_——-”"-—-— 1 - - - -
| |
| Erweiterung: | Programmkonstruktion:
: Komponentensuche : Extr aktion relevanter Komponenten
Spezi kation Programm

Abbildung 5.2: Syrthesedurch Erweiterung algebraistier Theorien

neratoren [Smith, 1991¢ unabhangig voneinanderuntersudt worden. Sie haben zu einer Reihe erfolgreider
Algorithmenentwurfsstrategien geflhrt, die alle in das KIDS System [Smith, 1990, Smith, 1991a]integriert
wurden. Die praktischen Erfahrungen mit diesemSystemzeigen,da der Einsatz von Algorithmensdiemata
keinesvegseine Einengung der Meglichkeiten einesSyrthesesystemsedeutet sondernvielmehr zu exiblen
und praktisch erfolgreitcen Verfahrenfehren kann.

Wir wollenim folgendenzunadst die theoretisthen Grundlagenerklaren, die eineformal korrekte Syrnthese
mit Algorithmensdemata ermeglichen. Ansdlie end werdenwir diesesParadigmaam Beispielvon drei Syn-
thesestrategienerlautern und dabei zeigen,wie sich dieseVorgehenswisein ein allgemeinesinferenzsystem
wie NUPRL integrierenlat.

5.5.1 Algorithmensc hemata als Algebraisc he Theorien

Eine formal prazise Grundlage fur die Syrnthese von Algorithmen mit Hilfe von Algorithmensdiemata la t

sich am leichtesten im Kontext algebraister Theorien bestrreiben, die fur die Bestireibung formaler Spezi-
k ationen [Guttag & Horning,1978 Sannella& Tarledi, 1987 Sannella& Tarledi, 1989 ein gebmudliches
Hilfsmittel sind. Die prinzipielle Vorgehenswiseist schematist in Abbildung 5.2 dargestellt.

In der algebraistien Sichtweise werden Spezi kationen als Modelle einer allgemeinenProblemtherie
Tspec betrachtet und dasZiel einer Syntheseist, diesesObjekt durch Hinzunahmeweiterer Datentypen
und Operationenzu einemModell A einer abstrakten Algorithmentheorie A zu erweitern.

Die abstrakte Algorithmentheorie A wird unabhangig von dem eigerilichen Syrtheseproze erntworfen.
Sie bestireibt Namen von Datentypen und Operationen sovie Axiome, die es ermeglichen, innerhalb
dieserTheorie Theoremeeber die Korrektheit abstrakter Algorithmen zu beweisen,die sich vollstandig
mit den Bestandteilender Theorie A bestreiben lassen.

Formal bedeutetdies,da sich die Theorie A auf kanonisdie Weisezu einer Programmtheorie P fortset-
zenla t, die nebendenKomponerten der Problentheorie Tspec aud noch einenProgrammkerper, seine
Axiome und eine Bestireibung durch Komponerten der Theorie A beinhaltet und eine Erweiterung der
Standardprogramntheorie Tpro g (Mit den Mindestanforderungenan Programme)ist.

Die Erzeugungeineskonkreten Algorithmus benetigt somit nur noch die Instantiierung der abstrakten
Namen der Theorie A durch die konkreten Objekte des Modells A, was gleichbedeutendist mit der
kanonisdien ErzeugungeinesModells P von P, ausdem dann die relevante Komponerte { namlich das
Programm { extrahiert wird.
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Beispiel 5.5.1 (Divide-and-Conquer  Algorithmen)

Divide-and-Conquer Algorithmen, die wir in Abscnitt 5.5.4 auswhrlicher betrachten werden, lesen
ein Problem durch Reduktionen mit Hilfe von Dekompositionsoperationen. Formal lassensie sich als
Programmemit der folgendenGrundstruktur besdireiben:

FUNCTIONF(x:D):R ~ WHEREx) RETURN$ SUCHTHATO(X,Y)

= if primitive(x) then Directly-solve(x) else (Compose G F Decompose]x)
hierbei sind Decompose,G, Compose,Directly-solve  und primitive  Parameter, die im Verlaufe
einer Syrnthesenoch zu bestimmensind.

Die Theorie Apsc der Divide-and-Conquer Algorithmen erthalt neben den Namen D, R fur Ein-
und Ausgabkebereidh und den Namen |, Ofur Ein- und Ausgabebedingungenalso noch die Namen
Decompose,G, Compose,Directly-solve  und primitive  als zusaitzliche Operationen. Hinzu kom-
men zwei zusatzliche Namen fur Datentypen, die fur eine korrekte Typisierung erforderlich sind und
naterlich die Axiome, weldhe die Korrektheit desobigenAlgorithmus garartieren.

Synthesebedeutetsomit, aufgrund der konkretenWerte fur D, R, | und Okonkrete Operationenzu n-
den, weldhe anstellevon Decompose,G, Compose,Directly-solve  und primitive eingesetziwerden
kennenund dann das obige Sthhemaertsprethend zu belegen.

Das allgemeineKonzept operiert also auf zwei Ebenen.Auf der Ebeneder algorithmischenTheorien wer-
den die grundsatzlichen Zusammentange formal besdrrieben'® und wberpreft. Auf der Ebeneder konkreten
Problemewird dann die eigeriliche Syrtheseausgetihrt, wobei der sthwierigste Sdritt { die Erzeugungdes
Algorithmus { nun ganz schematisdy und ohne weitere Inferenzengestiehenkann. Spezialisierte Syntheses-
trategien kennen sich daher auf die Erzeugungvon Modellen der entsprechenden algorithmischen Theorie
konzertrieren. Um dies zu prazisieren,wollen wir einige De nitionen aus der Theorie der algebraistien Spe-
zi k ationen aufgreifen.

De nition 5.5.2 (Formale Theorien und Mo delle)

1. Eine Signatur ist ein Paar (S; ) , wolei S eine Familie von Namen fur Sorten (Datentypen) und
eine Familie von typisierten Operationsnamenist.

2. Eine formale Theorie T bestehtaus einer Signatur , welchedasVokabularder Theorie bescheibt und
einer Menge Ax von Axiomen fur die genanntenSorten und Operationen.

3. Eine Theorie T ; erweitert eine Theorie T ,, wennalle Sortennamen,Operationsnamenund Axiome von
T, { bis auf konsistenteUmbenennungen{ auchin T ; existieren.

4. Eine Struktur T fur T bestehtaus einer Familie nichtleerer Datentypen und einer Familie von Opera-
tionen, welchedie in T genanntenTypisierungenresgektieren.

5. Eine Struktur T, fur T, erweitert eine Struktur T, fur T;, wenn alle Datentypen und Operationen von
T, auchin T, existieren und dort die gleichen(in T, genannten) Typkedingungenerfullen.

6. Ein Modell T T ist eine Struktur fur T, deren Datentypen und Operationen alle Axiome ausT erfullen.

Formale (algebraisdie) Theorien sind somit nichts anderesals formale Theorien eber Objekte, von denen
wir nicht mehr kennen als ihren Namen, ihre Typisierung und ihre Axiome. Strukturen sind Belegungen
dieserNamendurch konkrete typkorrekte Objekte und Modelle sind Belegungender Namen durch konkrete

91m Prinzip ist die abstrakte algorithmischen Theorie nichts anderesals eine geringfugig formalere Besdreibung der zertralen
Komponerten eines Algorithm us einer bestimmten Klasse. Wir haben immer dann, wenn wir allgemein eber Spezi k ationen,
Programme und Strategien gesprachen haben, abstrakte Namen D, Rfer Ein- und Ausgabebereich und abstrakte Namenl, O
fur Ein- und Ausgabebedingungenverwendetund implizit vorausgesetztda essich hierbei um Platzhalter fer die tatsachlichen
Bereiche und Bedingungen handelt. Agorithmischen Theorien sind somit nichts anderesals formale Theorien eber derartige
Platzhalter, von denenwir nicht mehr kennenals ihren Namen und ihre Axiome.
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Objekte, die nebender Typkorrektheit aud noch die Axiome erfullen. Wir wollen dieseBegri e anhandzweier
formaler Theorien illustrieren, welche das Konzept der Spezi kationen und das der Programmeim Kontext
algebraistier Theorien reprasertieren.

De nition  5.5.3 (Problem- und Programm theorien)
1. Tspec = (fD,Rg, fI:D! B, O:D R IBg, ;) ist die algebaischeTheorie der Spezi kationen.

2. Trroc = (fD,Ry, fI. O B, O:D R B, body: D6!'Ry, f8x:D. I(x) ) O(x,body(x)) g) ist die
algebmischeTheorie der Programme

3. Eine Theorie P heit Problemtherie, wennsie Tspec erweitert.

4. Eine Theorie P heit Programmtheorie, wennsie Tpro g €rweitert.

Eine Problemtheorie?® ist also eine beliebigealgebraistie Theorie, deren Modelle unter anderemeine Pro-
grammspezi kation erthalten, und eine Programntheorie ist eine algebraistie Theorie, deren Modelle unter
anderemein korrektes Programm erthalten. Ein Modell einer Programntheorie, welthesein Modell P einer
Problemheorie erweitert, erthalt alsoeine Lesungder in P genanren Spezi kation.

Beispiel 5.5.4
Strukturen und Modelle fur Problem- und Programntheorien sind nichts anderesals eine etwas umsor-
tierte Schreibweisefur Spezi kationenund Programmeim Sinnevon De nition 5.2.1.Die Reprasenation
einer Spezi kation desSortierproblems

FUNCTIONort(L:Seq( Z)):Seq( Z) WHEREue
RETURNS SUCHTHATrearranges(L,S) ~ ordered(S)

wird somit dargestellf! als folgendesModell von Tspec
fSeq(Zz), Seq@)g, f L.true, L,S. rearranges(L,S) ~ ordered(S) g
Die Reprasertation einesSelectionsort-Programmsstellt eine Erweiterung diesesModells durch Hinzu-
nahme einer weiteren Komponerte dar:
fSeq(Z), Seq@Z)g, f L.true, L,S. rearranges(L,S) ~ ordered(S),
letrec sort(L) =if L=[] then [] else let g=min(L) in g.sort(L-g) g
Eine Erweiterung ware auch
fSeq(Zz), Seq(Z)g, f L.true, L,S. rearranges(L,S) ~ ordered(S), letrecsort(L) =[] g
Diese Erweiterung ware zwar immer noch eine Struktur fer Tprog, da Typkorrektheit nach wie vor
erfullt ist. Ein Modell aber ist sie nicht, da das Axiom von Tpro ¢ Verletzt ist.
Die in Beispiel 5.5.4 charakterisierte Umwandlung von Spezi kationen und Programmenin Modelle alge-
braischer Theorien wird durch das folgendeLemma gerettfertigt.
Lemma 5.5.5

Esseispec=(D, R, I, O) eine beliebigeSpezi kation und body: D6! R. Dann gilt
1. Das Programm FUNCTIOR(x: D): R WHERE(x) RETURN$ SUCHTHATO(X,y) = body(x)
ist genaudann korrekt, wenn Tspsc body = (fD, Rg, fl, O, bodyg) ein Modell von Tpgrog ist.

2. Die Spezi kation FUNCTIONR(x: D): R WHERE(x) RETURN$ SUCHTHATO(X,y) ist genaudann
erfullbar, wennes ein Modell P von Tprog gibt, welchesTspee = (fD, Rg, I, Og) erweitert.

2OMan beadite, da die Formulierung der Theorie Tsp ec einegro e Verwandtschaft zu der Formalisierung desKonzeptes\Sp e-
zi k ation" (siehe Wbung 7) durch Konstrukte der Typertheorie besitzt. Diese Verwandtschaft zwisthen algebraistien Theorien
und den noch formaleren typertheoretischen Ausdrecken (die keine informalen Besdireibungen zulassen)weist einen Weg fer
eine Integration algorithmischer Theorien und der zugeterigen Synthesestrategienin einen allgemeinesformales Inferenzsystem.

2wir verwenden die Mengenstireibweise,um anzudeuten, da es auf die Reihenfolge der Objekte einer Familie eigertlich
nicht ankommt. Allerdings mu der Bezugzwiscen einer Komponerte und seinemNamenin der abstrakten Theorie erkennbar
bleiben, soda man bei einer Implementierung besserauf Listen zureckgreift.



252 KAPITEL 5. AUTOMATISIERTE SOFTWAREENTWICKLUNG

Aufgrund von Lemma5.5.5kennenwir Programmsyrihesetatsadlich als Erweiterung algebraistier Struk-
turen besdireiben. Das Konzept der Algorithmentheorien als Hilfsmittel fer eine systematisbie Erweiterung
von Spezi kationen lat sich mit den sceben eingebihrten Begri en nun relativ leicht bestireiben: eine Algo-
rithmentheorie ist eine Problentheorie, die eine kanonisde Erweiterung zu einer Programntheorie besitzt.

De nition  5.5.6 (Algorithmen theorien)
Eine Problemtherie A heit Algorithmentheorie, wennesein ProgrammschemaODYibt mit der Eigenschaft

BODYveist jeder Struktur A fur A eine Funktion aus Dy6! Ry zu,

Fur jedesModell A von A ist dasfolgendeProgramm korrekt.??
FUNCTIOR(x:Da):Ra WHEREA(X) RETURN$ SUCHTHAT Qi(x,y) = BODY4)(X)

Dalei sei Dy (bzw. Ra, 14, Qi) diejenige Komponente der Struktur A, welchein der Theorie A dem
NamenD (bzw.R, 1, O entspricht.

Algorithmensdiemata sind also nichts anderesals Funktionen, die in einem schematisten Algorithmus
jedenNamendurch ein konkretesObjekt einesModellsA ersetzerund soeineStandardlesungder Spezi kation
speca = (Da, Ra, 1A, Q) generieren.Eine Algorithmentheorie ist nichts anderesals eine Besdireibung von
Komponerten und Axiomen, weldhe die Existenz einessolthen Algorithmenscdhemasgarartieren.

Beispiel 5.5.7 (Formale Theorie der Divide-and-Conquer Algorithmen)

Die formale Theorie der Divide-and-ConquerAlgorithmen (vergleide Beispiel5.5.1) erthalt neben den
Bestandteilen des eigerilichen Algorithmus noch ene Reihe zusatzlicher Komponerten, die fur eine
Spezi kation der BestandteiledesAlgorithmus und fur einenNadweis der Terminierung benstigt wer-
den. Alle Komponenrten und Axiome ergelen zusammengefa tdie formale Algorithmentheorie Tpgc =
(Spec, pec,AXpec) Mit denfolgendenBestandteilen:
Sac fD,R,D', R'g
D&C fl. O B, OODR' B, G:D D" DI B, I'" D! B, O: D R! B, &:R" R Rl B,
:D D! B, DecomposeD! D' D, G:D'! R, ComposeR' R! R,

Directly-solve:D ! R, primitive:D ! IB

g
AXpec f FUNCTIONF,(x:D):R  WHEREX) ~ primitive(x) RETURN$ SUCHTHATO(X,y)

= Directly-solve(x) korrekt,

XYy ~0.z2) ~0O.z) ~&zzt) ) O,
FUNCTIONFy(x:D):D' D WHEREX) ~ : primitive(x)

RETURNS,y SUCHTHATI'(Yy) ~Ily) ~x y~G(XxY.y) = Decompose(x) korrekt,
FUNCTION(z,z:R R"):R RETURNS SUCHTHATQ:(z,z',t) = Compose(z,z) korrekt,
FUNCTIONG(Y:D):R" WHERE({y') RETURNS SUCHTHATO'(y'z) = G(y) korrekt,

ist wohlfundierte  Ordnung auf D
g

Dasabstrakte Programmstiemafer dieseAlgorithmentheorie ist eine Abbildung von einer Struktur A =
(fb,R,D', R'g, fl, O, @, I O, @, , Decomposeis, ComposepDirectly-solve, primitive Q)
in den Algorithmus

FUNCTION(x:D):R ~ WHEREx) RETURN$ SUCHTHATO(X,y)

= if primitive(x) then Directly-solve(x) else (Compose G F Decompose)x)

BODYAR) ist korrekt, wenn A alle obengenanten Axiome erfellt, alsoein Modell von Tpgc ist.

22Gema Lemma 5.5.5kennten wir als algebraisd formulierte Bedingung auch schreiben:\ (fDa, Rag, fla, Q., BODYA) 0)
ist ein Modell fur Tprog". Eine schematische Besdreibung der Funktion BODYurch Komponerten von A mu sich daher
ausstlie lic h mit den Axiomen aus A als korrekt im Sinne des Axiomes fur Tpro g Nachweisenlassen:die Korrektheit ist also
ein Theorem der Theorie A.
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Abbildung 5.3: Syrthesemit Algorithmenscdemata: GenerelleMethode

Mit denbishergegelenenDe nitionen ist esnicht sehrsdwierig eineallgemeineStrategiezur Syrthesevon
Programmenmit Hilfe von Algorithmensdematazu bersdireiben und formal zu rechtfertigen. Ihre Grundlage
ist der folgendeSatz.

Satz 5.5.8

Eine Spezi kation spc=(D, R, I, O) ist genaudann erfullbar, wenn es eine Algorithmentherie A und
ein Modell A fur A gibt, welchesdie Struktur Tspec erweitert.

Beweis: EsseiA eineAlgorithmentheorie und A ein Modell fur A, weldhesdie Struktur Tspec = (fD, Rg, fl, Og)
eneitert. Gema De nition 5.5.2ist dann spec=speca, alsoDa=D, Ra=R, |a=l und Q=0 und fer daszu A
gehorige abstrakte Programmsdiema BODYst dann das Programm

FUNCTIONF(x: D): R WHERE(x) RETURN$ SUCHTHAT O(x,y) = BODYA)(X)

korrekt und somit ist die Spezi k ation spec erfellbar. 2

Satz 5.5.8redhtfertigt die folgendegenerelleMethode zur Syrthesevon Programmen,die in Abbildung 5.3
(eine Prazisierungvon Abbildung 5.2) schematist dargestelltist.

Strategie 5.5.9 (Synthese mit Algorithmensc hemata: Generelle Metho de)
Gayelen sei eine Problemspzi kation  FUNCTIOR(x: D): R WHERE(XX) RETURN$ SUCHITHATO(X,y)

1. Wahle eine Algorithmentheorie A aus der Wissenslank

2. Erweitere Tspee = (fD, Rg, fl, Og) durch Hinzufugenvon Komponentenund Uberprufung von Axio-
men zu einem Modell A von A

3. Bestimme BODYA) und liefere als Antwort das Programm
FUNCTIONF(x: D): R WHERE(x) RETURN$ SUCHTHAT O(x,y) = BODYA)(X)

DiesesProgramm ist garantiert korrekt.

Der erste Sdritt dieser Strategie ist im wesetlichen eine Entwurfserischeidung, die einem Berutzer des
Systemseberlasserwerdensollte. Der zweite Sdhritt dagegersollte dagegerdurch eineStrategieweitestgehend
automatisch durchgewihrt werden.

Naterlich ist die sceben besdiriebene Methode noch sehr allgemein, da sie ja noch nicht sagt, wie denn
nun die zusatzlichen Komponerten desModells A von A bestimnt werden sollen. Grundsatzlich sollten die
entspredhendenTeilstrategienaudh sehr stark auf die gewahlten Algorithmentheorien zugeshbnitten werden,
um e zient gerug zu sein. Dennach hat es sich als sinnvoll herausgestellt,nicht nur bei der Auswahl der
Algorithmentheorien als solde auf vorgefertigtesWissen zureickzugreifen sonderndies auch bei der Bestim-
mung eineskonkreten Modells zu tun, alsozu jeder Algorithmentheorie eine Reihe von meglichst allgemeinen
Modellen in einer Wissensbankabzulegenund diesedann auf ein gegelenesProblem zu spezialisieren. Auf
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dieseArt kann man sich ewerntuell die Uberprafung komplizierter Axiome { wie etwa der Wohlfundiertheit
von Dbei Divide-and-ConquerAlgorithmen { ersparen.

Esgibt eineReihevon allgemeinenTedniken, bereitsbekannte Modelle auf ein neuesProblem anzuvenden,
durch die Strategie 5.5.9 ein wenig verfeinert werden kann.

Ein allgemeinesModell kann durch Verwendung von Typvariablenin ein generisbes Modell fur eine
Klassevon Algorithmen verwandelt werden.

Durch Reduktion kann ein Problem auf ein spezielleresabgebildetwerden, fur das bereits eine Lesung
vorliegt (\Op erator Match").

Bei mengenvertigen Problemstellungen(Sude nach allen Lesungeneiner Ausgabebedingung)kann ein
allgemeinesModell auf eine neue Problemstellungspezialisiert werden.

Da die Vorgehenswiseim ersten Fall naheliegendist, bestiranken wir uns im folgendenauf Reduktion
und Spezialisierung.

De nition  5.5.10 (Reduktion und Spezialisierung)
Es seienspec=(D, R, 1, 0) undspec’= (D", R', I', O) zweibeliebigeSpezi kationen
1. spec ist reduziertar auf spec’ (im Zeichenspec spec'), wenn gilt
8x:D. I(x) ) 9x:D. I'(x) ~8y:R. O'(Xy) ) 9y:R.O(x,y)

2. spec spezialisiert spec’ (im Zeichenspec  spec'), wenn R eine Okermengevon R ist und gilt
8x:D. I(x) ) 9x:D. [I'(x) ~8y:R.O(xy) ) O'(X.y)
Man sagtauch,da spec' die Sgezi kation spec genealisiert

Esist alsospec reduzierbarauf spec’, wenn die Eingabebedingungvon spec (nach Transformation) sterker
ist als die von spec’ und die Ausgabebedingung schwader ist. spec spezialisiert spec', wenn savohl die Ein-
als auch die Ausgabkebedingungstarker ist, wobei keine Transformation der Ausgalen statt ndet.

Beide De nitionen erthalten eine typische Anwendung des Prinzip \Beweise als Programme" in seiner
elememarsten Form. Ein formaler Nachweis der Reduzierbarleit induziert zwei Transformationsfunktionen
:D! D'und :D' R'! R diezur Transformationeinesbekannten Algorithmusgema demuntenstehenDia-
gramm verwendet werden kennen. Ein Nadhweis der Spezialisierunginduziert eine Transformation :D! D',
die zusammenmit der AusgabebedingungOeinenbekannten mengenvertigen Algorithmus in einen Lesung-
salgorithmus fur die Ausgangsspzi kation verwandeln kann.

body'
) 1 = 1 ) ) 1 P
D ,I R 10 D II P P P P
b 6 Ppp

. P Pp _ body

SpEeC  SpeC SpeC  SpeC Ppp .
" P Pa RI’OI

body(x) = ( (x)), body'( (x))) ' body(x)= f yly 2body'( (X)) ~O(xy) g b

o - - - —— - — R,O o - - - """——— — R,O

Die Kombination dieserErkenrtnisse mit demin Satz 5.5.8allgemeinenVerfahrenfehrt zu zwei Verfeine-
rungen desallgemeinenSynthese\erfahrens,deren Basisdie folgendenzwei Satze sind.

Satz 5.5.11 (Op erator Matc h)

Eine Spezi kation spc=(D, R, I, O) ist genaudann erfullbar, wenn es eine Algorithmentherie A und
ein Modell A fur A gibt, mit der Eigenschaftspec speca.
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Satz 5.5.11 erweitert Satz 5.5.8 insofern, da die Bedingung spec=speca zu SpC speca abgesbwadt
wurde, da also anstellevon Gleichheit zwisden Spezi kation und dem Spezi kationsarteil desModells nur
noch Reduzierbarleit gefordertwird. Entsprechend kann audh die Syrthesestrategieverfeinert werden.

Strategie 5.5.12 (Synthese mit Algorithmensc hemata und Reduktion)
Geagelen sei eine Problemspzi kation  FUNCTIOR(x: D): R WHERE(XX) RETURN$ SUCHITHATO(X,y)

1. Wahle eine Algorithmentherie A aus der Wissenslank

2. Wahle ein allgemeinesModell A von A aus der Wissenslank

3. Beweise(D, R, 1, 0) speca und extrahiere aus dem Beweiszwei Transformationsfunktionen und
4. Spezialisiee BODYA) und liefere als Antwort das Programm

FUNCTIONF(x: D): R WHERE(x) RETURN$ SUCHTHAT O(xy) = ( (X),BODY(A)( (X))
DiesesProgramm ist garantiert korrekt.

DiesesVerfahrenlat sich immer dann anwenden,wenn man eine Vorstellung davon hat, auf welche Art
man daszu lesendeProblem verallgemeinerrmedte. Fer die Auswahl von A ist dahereinegewisseBenutzers-
teuerung notwendig. So kennte man zum Beispiel Berecinungen mber naterlichen Zahlen auf Berecinungen
eiber Listen reduzieren,da die Zahl n isomorph zur Liste [1..n] ist, und auf dieseArt einige Reduktionss-
trategien fur Listen auf Zahlen ubertragen. Weitere Strategien zur Auswahl von A hangenim allgemeinen
jedoch sehrvon der konkreten Algorithmentheorie ab.

Fur mengenvertige Problemstellungenlat sich die Tednik der Generalisierungeinsetzen.Der folgende
Satz sagtim wesetlichen, wie dies gesbehenkann.

Satz 5.5.13 (Synthese durc h Generalisierung)

Eine Spezi kation FUNCTIOR(x: D):Set( R) WHERE(x) RETURNSz| O(x,z) g ist genaudann
erfullbar, wenneseine Algorithmentherie A und ein Modell A fur A gibt, das(D,R,I,0) genealisiert.

Man beadite, da die Generalisierungsich auf die Ausgabebedingung O bezielt und nicht etwa auf
f z| O(x,z) g. Da bei der Generalisierungdie der Ausgatebereid deszu wahlendenModells bis auf Ober-
mengemildung bereits festliegt, lat sich die allgemeineStrategie 5.5.9wie folgt verfeinern.

Strategie 5.5.14 (Synthese mit Algorithmensc hemata und Spezialisierung)

Gagelen sei eine Problemspzi kation FUNCTIOR(x: D): R WHERE(x) RETURNSz| O(x,z) g
1. Wahle eine Algorithmentheorie A aus der Wissenshank.
2. Wahle ein allgemeinesModell A von A aus der Wissenslank mit der EigenschaftR Raj.
3. Beweise(D, R, 1,0) speca und extrahiere aus dem Beweiseine Transformationsfunktion

4. Spezialisiee BODYA) und liefere als Antwort das Programm
FUNCTIONF(x: D): R WHERE(x) RETURNSz| O(x,z) g = fy| y2BODYR)( (X)) ~ O(xyy) @

DiesesProgramm ist garantiert korrekt.

Der Anwendungslerei dieserGrundstrategie, die sich je nadch Algorithmentheorie noch ein wenig verfei-
nernlat, ist erstaunlich gro . Siehat besondersm Zusammenhangnit Globalsud-Algorithmen (sieheAbsc-
nitt 5.5.2) zu einer sehre zien ten Synthesestrategiegetihrt, in der au er dem Nachweis der Generalisierung
und einer ahnlich leichten Uberprefung von sogenanten Filtern praktisch keine logisten Sclu folgerungen
{ insbesonderealso keine Induktionsbeweise{ anfallen.
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Abbildung 5.4: Hierarchie algorithmischer Theorien

Im Laufe der letzten Jahre ist eine Reihe algorithmischer Strukturen ausfihrlich untersucht und in der
Form von Algorithmentheorien formalisiert worden. Dabei wurden audh Zusammentnge zwisden den ein-
zelnen Formalisierungenendedkt, die sich mehr oder weniger direkt aus der hierachischen Anordnung der
einzelnenAlgorithmenstrukturen (siehe Abbildung 5.4) ergelen. Es ersdieint daher sinnvoll, nicht nur ein-
zelne Algorithmentheorien zu betrachten, sondernaudch Medchanismen zur Verfeinerungvon Theorien und
zur Generierungvon Entwurfsstrategien zu erntwickeln. Derartige Mecdhanismen werden zur Zeit erforsdit
[Smith, 1992, Smith, 1993]und sollenin der Zukunft zu einer erheblithen Flexibilit atssteigerungvon Syrthe-
sesystemeriehren.

Wir wollen im folgendennun einige konkrete Algorithmentheorien { Globalsudalgorithmen, Divide-and-
Conquer Algorithmen und Lokalsudalgorithemn { im Detail betrachten und hieran die Leistungs#higkeit
diesesParadigmasdemonstrieren.

5.5.2 Globalsuc h-Algorithmen

Problemlesungdurch Aufzehlen einer Menge von Lesungskndidaten ist eine weitverbreitete Programmier-
technik. Glokalsucheist eine Aufzahlungsmethale, die als Verallgemeinerungvon Binarsude, Badtracking,
Branch-and-Bound, Constraint Satisfaction, heuristischer Sude und ehnlichen Sudwerfahrenangesehemnver-
den kann, und { zumindestaustheoretisther Sicht { zur Lesungjeder beliebigenProblemstellungeingesetzt
werdenkann.

Abstrahiert man von den Besonderheiterindividueller Prasenationen sostellt sich heraus,da die Grundi-
dee,die all dieseAlgorithmen gemeinsamhaben, eine Manipulation gewisseMMengenvon Lesungskndidaten
ist: man beginrt mit einerlInitialmenge, die alle meglichen Lesungererthalt und zerteilt diesein kleinereKan-
didatenmengenausdenenman sdlie lic h konkrete Lesungenextrahieren und eberprefen kann. Uber wssige
Kandidatenmengenkennen durch Filter eliminiert werden. Der gesante Proze wird wiederholt, bis keine
weitere Aufspaltung der Kandidatenmengenmehr meglich ist.
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Nur in den seltenstenFallen werden die Kandidatenmengenexplizit dargestellt, da zu Beginn wublicher-
weise unendliche Mengen von Lesungskndidaten betrachtet werden meissen. Aus diesem Grunde werden
Kandidatenmengenin Globalsudalgorithmen im allgemeinendurch sogenante Deskriptoren bestirieben
{ alsodurch endliche Objekte, die ein charakterisierendesMerkmal dieserMengenreprasernieren { und die
Zugelwrigkeitsrelation zwisden Ausgabewerten und Kandidatenmengendurch ein allgemeineresErfullbar-
keitspradikat zwisthen Ausgabewerten und Deskriptoren ersetzt.

Formalisiert man dieseVVorgehenswisein einem einheitlichen Algorithmensdema, so erweist es sich als
sinnvoll, Globalsudalgorithmen durch mengenvertige Programme zu besdireiben, die versuden alle megli-
chenLesungenreinesProblemszu beredinen. Auf dieseArt kann tatsacdlich jededer obengenanten Program-
miertechniken als Spezialfall von Globalsudalgorithmen dargestellt werden. Die allgemeine Grundstruktur
von Globalsudalgorithmen ist daher die folgende.

FUNCTIOR(x:D):Set(R) WHERE(XxX) RETURNSz| dx,z) g

= if _(Xs (X)) then Fg(x,s (X)) else ;

FUNCTIONRgs(x,s:D_ 9:Set(R) WHEREX) ~ J(x,s) ~ _(X,S)
RETURNBz | dx,z) Aﬁ(z,s{ g

= fz|zz2ext(s) ~Ax,z) g f Fgs(X,t) | tasplit (x,s) ~_(xt) g

Hierbei treten neben den Bestandteilender eigerilichen Spezi kation die folgendenKomponerien auf.
Ein Raum|S| von Deskriptoren far Mengenvon Lesungskndidaten.

Ein Zugelorigkeitspradikat auf R S welchesangibt, ob ein gegelenerWert z 2 Rzu der durch den
Deskriptor s 2 S bestiriebenenKandidatenmengegehert.

Ein Pradikat auf D S weldhes angibt, ob ein gegelener Deskriptor s2 S fur eine Eingabe x2D
eberhaupt sinnvoll 23 ist.

Ein Initialdeskriptor 2 S der denAusgangspunktdesSudwverfahrensbestireibt und zwangsku g
alle alle korrekten Lesungen\enthalten” mu .

Eine mengenvertige Funktion [ext |S! Set(R), welche die direkte Extraktion konkreter Lesungskndi-
daten aus einem Deskriptor durchfehrt.

Eine mengenvertige Funktion W D S! Set(S), welche die (rekursive) Aufspaltung von Deskrip-
toren in Mengenvon Deskriptoren fer \kleinere" Kandidatenmengenbesdtreibt.

Ein Filter [ | D S! 1B, der dazu gerutzt werden kann, unnetige Deskriptoren von der weiteren Be-
trachtung zu eliminieren. Diesedienenim wesetlichen der E zienzsteigerung und kennenaud in die
Funktion split integriert sein.

Ein Globalsudalgorithmus F ruft also bei Eingabe einesWertes x eine Hilfsfunktion Fygs mit x und dem
Initialdeskriptor s (x) auf, soferndieseWerte den Filter  passieren.Fy wiederum beredinet bei Eingabe
von x und einemDeskriptor die Mengealler zulassigenLesungen die direkt auss extrahiert werdenkennen,
und vereinigt diesemit der Mengealler Lesungen,die rekursiv durch Analyse aller Deskriptorent bestimmt
werdenkennen, weldche sich durch Aufspalten mit split und Filterung mit  ergeken.

Wir haben hier zur Besdireibung des Algorithmus eine funktionale Darstellung in der von uns angege-
benen mathematisthen Programmierspratie gewahlt, da diesedie kerzesteund eleganeste Darstellung des
Verfahrensermeglicht. Wir hatten ebensoaber audh ein Programmstiemain einer beliebigenanderenPro-
grammierspratie (sogarin einer parallelverarbeitenden Spradie) angelen kennen, denn hiervon hangt die
Syrnthesenicht im geringstenab. Wichtig ist nur, da sidch die obengenanten 7 zusatzlichen Komponerten in
dem Sdhemawieder nden lassen.

23Will man zum Beispiel Folgen uber Elemerten einer EingabemengeS Set( Z) aufzehlen und Kandidatenmengendurch ihr

gre tes gemeinsamesPra x darstellen (siehe Beispiel 5.5.18), so mu dieser Deskriptor zwangskau g eine Folge uber S sein.
Ansonsten weirde keine sinnvolle Kandidatenmenge mehr dargestellt.
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Nur 5 Axiome messenerfellt werden,um die Korrektheit desobengenanten Algorithmus sicherzustellen.
Die ersten beiden davon sind nahezutrivial,denn sie verlangennur, da die Hilfsfunktion Fy aussalie lic h
mit sinnvollen Deskriptoren umgeh.

1. Fur alle legalenEingaben ist der Initialdeskriptor sinnvoll.

2. Splitting sinnvoller Deskriptoren liefert aussalie lic h sinnvolle Deskriptoren
Dasdritte und vierte Axiom garartiert die Vollstandigkeit der Sude

3. Alle korrekten Lesungensind in dem Initialdeskriptor erthalten

4. Alle korrekten Lesungen,die in einem Deskriptor s erthalten sind, lassensich aus diesemaud nad
endlich vielen split -Operationen extrahieren.

Dasletzte Axiom garartiert sdlie lic h Terminierungder Sude durch Wohlfundiertheit der split -Operation.

5. Jeder Deskriptor kann nur endlich oft in Deskriptorenmengeraufgespaltenwerden, bis keine aufspalt-
baren Deskriptoren mehr vorhandensind.

Um die letzten beiden Axiome formal prazisedarstellen zu kennen,ist esnetig, die Mengealler Deskrip-
toren, die durch k-fache Interation der split -Operation erntstehen, induktiv zu de nieren.

De nition  5.5.15
Die k-fache Iteration splitk einer Operation split: D S! Set(S) ist induktiv de niert durch

[
split“(x,s) if k=0 then fsg else  f split" (x,t) | t2split(x,s) ¢

Mit dieserDe nition kennenwir die obengenanten Axiome formalisierenund die Korrektheit desschema-
tischen Globalsudalgorithmus beweisen.Wir lassendabei zunadst die Filter au er Betracht, da diesespater
gesondertbetrachtet und bis dahin als Bestandteil der split -Operation aufgefa t werdenkennen.

Satz 5.5.16 (Korrektheit von Globalsuc h-Algorithmen)

Esseispx=(D, R,I, O)einetbeliebigeSpezi kation, Sein Datentyp,J: D S! B, s;D! S sat: R S! B,
split: D S! Set(S) undext:S! Set(R). Das Programmpaar

FUNCTIOR(x:D):Set(R) = WHEREX) RETURNBz| O(x,z) g = Fgs(X,S (X))
FUNCTIONRgs(x,s:D  S):Set(R) [WHEREX) ~ J(x,s) RETURNSz| O(x,z) ~sat(z,s) ¢
= fz]|zzext(s) ~0(K2z) g] f Fgs(x,t) | t2split(x,s) g

ist korrekt, wenn fur alle x2D, s2Sund z2Rdie folgendenfunf Axiome erfullt sind

Ix) ) IS (X))

I(X) ~J(x,s) ) 8t 2split(x,s).J(x,t)

I(xX) ~O(x,z) ) sat(z,s (X))

I(X) ~J(x,s) ~O(x,z) ) sat(z,s) , 9k:IN.9t2split X(x,s). zz2ext(t)

I(x) ~J(x,s) ) 9k:IN. split ¥(x,s) =;

ok 0 Dbd R

Beweis: EsseiD,R,1,0, S,J,s ,sat,split,ext wie oben angegelen und die Axiome 1{5 seienerfullt. Dann gilt

1. Wenn fur ein beliebigesx2 D und s2 S die Berechnung von Fgs(x,s) nach i Schritten terminiert (d.h. wenn
split '(x,s) =: ist), soist das Ergebnisder Berechnung die Mennge aller Lesungen, die aus Deskriptoren
extrahierbar sind, die zu einem split ! (x,s) mit j<i geloren:

Fgs(x,s) = ffz|zzext(t) ~O(xz)g| tz2 fsplit I(x;s) |j2f0.i-1 ggg

Dieslat sich durch Induktion wberi und viele Detailb eretcinungen wie folgt beweisen.
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i=0 ist nach De nition split '(x,s) =fsg6 ;, da die Berechnung von Fgs(X,8) nicht anhalten kann,
ohne mindestenseinen Sdritt auszukihren. Damit ist die Behauptung bewiesen,da die Voraussetzungen
nicht erfullt sind, und somit ist die Induktion verankert.

Da die obige Beweisfelhrung zwar logisc korrekt ist, den meisten Mensden jedoch suspekt ersdeint, hier
noch eine zweite Verankerung bei i=1.

[
Esist split %(x,s) = fsplit Ox,t) |t2splitx,s) g = fftgt 2split(x,s) g =split(x,s)
Ist alsosplit 1(x,s) =:, sofolgt
Fgs(x,8)

[
=fz|z2ext(s) ~O(xz) g] [ f Fgs(x,t) | t2split(x,s) g
=fz|z2ext(s) ~O(xz) g] fRgs(xt) [t2;9
z| z2ext(s) ~ O(x,z) ¢
ffz|z2ext(t) ~O(x,2) g| ta2fsgg

= [ ffz|zeextt) ~O(Xz)g]| t 2Tplit O(x,s) g

= ffz|z2ext() ~O(xz)g| t2 fsplit I(xs) |j2f0.1-1 ggg
Damit ist die Behauptung fer i=1 ebenfalls verankert.

Es seifur ein i>0 L[nd alle x2Dund s 2 S bewiesen

Fes(x,8) = ffz|z2extt) ~O(xz)g| t2 fsplit I(x,s) |j2f0.i-1 ggg,
falls split '(x,s) =; ist. [
Esgeltesplit *1(x,s) =;.Nach De nition 5.5.15ist split *1(x,s) = fsplit '(x,)[t 2split(x,s) g
und somit folgt nach den ublichen Gesetzenwuber die Mengervereinigung, da  split (x,t) =; fer alle
t 2 split(x,s) gilt[ Damit ist die Induktionsannahme fpr dieset‘ anwendbar und esgilt

Fgs(x,t) = ffz|z2extu) ~O(xz)g| uz fsplit !(xt) |j2f0.i-1 ggg
fur alle t 2 split(x,s) . Somit folgt
Fys(Xx,s)

=fz|z2ext(s) ~O(xz) g] [ f Fgs(x,t) | t2split(x,s) g
=fz| Zfextfs) ~ 0(x,2) 9 [ .
[ f ffz]z2extu) ~O(xz)g| uz fsplit '(xt) |j2f0.i-1 ggg]|tz2splitix,s) g
= ffz[| z2ext(u) ~ O(x,z) g| u2fsgg
[ ffz] z2zext(u) ~O(x,z) g| u2 fsplit i*1(x,s) |j2f0.i-1 ggg
= ffz[| z2ext(u) ~ O(x,z) g] uz split °(x,s) g
[ ffz] z2zext(u) ~ O(x,z) g.| u2 fsplit K(x,s) | k2fl.i ggg
= ffz|z2ext(u) ~OKxz) g| uz fsplit ¥x,s) | k2f0..i ggg
Damit ist die Behauptung audh fur i+1 beweisen.

Es seiangemerkt,da durch das zweite Axiom sichergestelltist, da die Funktion Fys auf Eingaben (x,t) mit
t 2 split(x,s) mberhaupt anwendbar ist.

2. Das Hilfsprogramm Fgs ist fur alle zulassigenEingaken korrekt.

Esseix2Dund s2Smit I(x) ~J(x,s) .Aufgrund von Axiom 5 (Wohlfundiertheit) gibt esdann eineZahl k 2 IN
mit der Eigensmaf[ split ¥(x,s) =;. Fur diesesk gilt rtach 2.):

Fgs(x,s) = ffz]z2ext(t) ~O(x,z)g| t2 fsplit I(x,s) |j2f0.k-1 ggg
Fer einen beliebigen Ausgabewert z 2 R gilt somit
z2Fgs(x,s) , 9 2f0.k-1 g 9t2split 1(x,s). zz2extt) ~ O(x,2)
Da split K(x,s) =; ist, lat sich diesverallgemeinernund umscreiben zu
z2Fgs(x,8) , O(x2) ~ 9j: IN. 9t 2split 1(x,8). z2ext(t)
Mit Axiom 4 folgt nun  z2Fg(x,s) , O(x,z) ~ sat(z,s) , also Fg(x,s) =fz]| O(x,z) ~sat(z,s) g.

Damit ist die Hilfsfunktion korrekt
FUNCTIONFgs(x,s:D  S):Set(R) [WHERB(X) ~ J(x,s) RETURNSz| O(x,z) ~sat(z,s) g
= fz]z2ext(s) ~O(xz) g f Fgs(x,t) | t 2split(x,s) g
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3. Das Hauptprogramm F ist fur alle zulassigenEingaken korrekt.

Esseix2Dmit I(x) . Nach Axiom 1 folgt dann J(X,s 4(x)) und damit ist (x,s (X)) einezulassigeEingabe fur
die Hilfsfunktion Fgs. Da Fgs auf soldhen Eingaben korrekt ist, folgt

F(X) = Fgs(x,s (X)) =fz]| O(x,z) ~sat(z,s (X)) g

Aufgrund von Axiom 3 gilt somit fer einen beliebigen Ausgabewert z 2 R

z2F(x) , O(x,z) ~ sat(z,s [(x)) , O(xz)
Damit ist alsoF(x) = f z| O(x,z) g und somit ist das Hauptprogramm F ebenfalls korrekt.
FUNCTIONF(x:D):Set(R) WHERHEX) RETURNSEz| O(x,z) g = Fgs(X,S (X)) 2

Satz 5.5.16gibt uns also eine praziseBestreibung der Komponerten, die fur die Erzeugungvon Global-
sudalgorithmen netig sind, und der Axiome, die erfullt sein messen,um die Korrektheit des sdematist
erzeugtenAlgorithms zu garartieren. Dareber hinaus besdireibt er implizit eine Strategie zur Erzeugungvon
korrekten Globalsudalgorithmen: esreicht, die zusatzlichen Komponerten S,J,s ,sat,split und ext zu
bestimmen,die funf Axiome zu mberprefen und dann den shematisten Algorithmus zu instantiieren. O en
bleibt jedoch, wie diese6 Komponerten e zien t gefundenwerdenkennen,und wie man sich die Uberprefung
der sthwierigerenAxiome 4 und 5 zur Laufzeit desSyrtheseprozessesrleicitern kann.

Die Antwort hierfur ist verble end einfat: wir holendie wesentlicheninformationen direkt aus einer Wis-
sensknk. Diesheit naturlich nicht, da nun fur jedenmeglichen Algorithmusdie 6 zusatzlichen Komponerten
direkt in der Wissensbankzu nden sind,aber esbedeutetin der Tat, da vorgefertigte Sudstrukturen { so-
genanrte Glokalsuchtherien { in der Wissensbankabgelegtwerden.Diesebesdireiben die Komponerten von
allgemeinenGlobalsutalgorithmen, welche die grundsaitzlichen Tediniken zur Aufzehlung der Elemerte die-
ser Bereithe widerspiegelnund mit Hilfe des Spezialisierungsmdtanisimus aus dem vorigen Absdnitt (siehe
De nition 5.5.10und Strategie 5.5.14 auf Seite 255) auf eine konkrete Problemstellung angepat werden
kennen.Die Erfahrung hat gezeigt,da nur 6 dieservorgefertigten Globalsuttheorien ausreidien, um alle in
der Programmsyrihesejemals erforsditen Problemezu syrthetisieren.

Es hat sich als sinnvoll herausgestellt,Globalsuditheorien als ein Objekte zu de nieren, die aus 10 Kom-
ponerten (D,R,1,0, S,J,s ,sat,split,ext) bestehenwelde die ersten4 Axiome erfellen. Dies liegt darin
begrindet, da nicht alle allgemeinenAufzahlungswerfahren von sich aus wohlfundiert sind, sondern meist
erstim Rahmender Spezialisierungdurch Hinzunahmesogenanter notwendigerFilter zu wohlfundierten Al-
gorithmen verfeinert werden. DieseFilter meissensich aus den AusgalkebedingungendesProblems(und dem
Erfullbarkeitspradikat) ableitenlassenund modi zieren die split -Operation durch Elimination von Deskrip-
toren, die nicht mehr zu einer Lesungbeitragenkennen, zu einer e zien teren und wohlfundierten Operation.
Da Wohlfundiertheit zur Laufzeit einesSyrtheseprozessesn allgemeinennur sehrscwer zu beweisenist {
immerhin meisstenhierzu Induktionsbeweiseautomatisc (') gefihrt werden{ lohnt essich ebenfalls,in der
Wissensbankzu jeder Globalsuditheorie, die nicht bereits wohlfundiert ist, eine kleine Anzahl vorgefertigter
Filter bereitzustellen,welche dafer sorgen,da aud dasfenfte Axiom erfullt wird. Diese Wohlfundiertheits-
Filter meussenzur Laufzeit dann nur noch daraufhin geprift werden, ob sie zu der Ausgalebedingung des
konkreten Problemspassen.

Mit diesenvorgefertigten Informationen kann das Problem, passendzu einer gegelenen Spezi kation 6
neue Komponerten zu bestimmen und 5 Axiome zu eberprefen, darauf reduziert werden, eine geeignete
Globalsutitheorie und einen passendenWohlfundiertheits-Filter aus der Wissensbankauszwehlen, die Ge-
neralisierungseigensaft nachzuweisen,die Globalsuditheorie sant Filter zu spezialisierenund { wenn dies
leicht meglich ist { durch einenzusatzlichen notwendigenFilter weiter zu verfeinern. Anschlie end kann dann
mit Hilfe von Satz 5.5.16ein korrekter Globalsudalgorithmus fer die Spezi kation erzeugtwerden.

Um dieseStrategie zur Konstruktion von Globalsudalgorithmen genauerbesdireiben zu kennen, meissen
wir die Konzepte Glokalsuchtherie, Filter und Spezialisierung preze de nieren und zeigen,wie sie dazu
beitragen kennen, zu einer gegelenen Spezi kation die Voraussetzungerfer die Anwendbarkeit von Satz
5.5.16zu scha en.
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De nition  5.5.17 (Globalsuc htheorie)

Eine Glokalsuchtherie ist ein 10-Tupel G=((D, R,l, 0), S,J,s ,sat,split,ext) , wotei (D, R, 1, O)
eine Spezi kation ist, S ein Datentyp, J: D S! B, s;D! § sat: R S! B, split: D S! Set(S),
ext:S! Set(R) und fur alle x2D, s2Sund z2Rdie folgendenvier Bedingungengelten.

LIx) ) Jxs (%)

2. 1x) ~J(x,s) ) 8t 2split(x,s).J(x,t)

3. I(x) ~O(x,z) ) sat(z,s (X))

4.1(x) ~J(x,8) ~O(x,z) ) sat(z,s) , 9k:IN.9t2split k(x,5). z2ext(t)

Eine Glokalsuchtherie G heit wohlfundiert, wenn darebkerhinaus fur alle x2 Dund s 2 S gilt:
I(x) ~J(x,s) ) 9k:IN. split ¥(x,s) =;

Wohlfundierte Globalsuttheorien erfellen also genaudie Voraussetzungenvon Satz 5.5.16 und das Ziel
einer Syrtheseist also, derartige wohlfundierte Globalsuditheorien mit Hilfe vorgefertigter Informationen zu
generieren.In der Wissensbankmessendaher versdiedene allgemeine Sudstrukturen fer die wichtigsten
Ausgalkelereiche als Globalsuttheorien abgelegtwerden. Wir wollen hierfur ein Beispiel betrachten.

Beispiel 5.5.18 (Globalsuc htheorie fur Folgen ember einer endlic hen Menge)

Die vorgefertigte Globalsuditheorie gs_seq._set( ) besdreibt eine allgemeineSudstruktur fer Folgen
L2Seq( ), derenElemerte aus einer gegetenenendlichen Menge€* S stammen mussen.Die Sude
gesbieht durch Aufzahlung der Elemerte von L, was bedeutet, da sdritt weisealle Pra xfolgen von
L aufgebaut werden, bis die gesubite Folge gefundenist. DiesesSudwverfahren wird durch folgenden

Sudbaum reprasettiert.
X X, XX, XX, XaX,...
@ A @ A @ A @ A
Q@A @A @%q @A
X, X, X, Xa X5 ...
XX H
XXXXXXQHH
X X % K

M

I

DieserBaum zeigt, da die jeweiligen Kandidatenmengendes SudwerfahrensMengenvon Folgensind,
welde die gleiche Pra xfolge V besitzen,also die Gestalt f L| VpreLg haben, Es bietet sich daher an
die Pra xfolge V als Deskriptor und L,V. VpreL als Erfullbarkeitspradikat zu verwenden.Sinnvoll sind
naterlich nur soldhe Deskriptoren, die ausstlie lic h aus Elemerien von S bestehen.Die Sude beginrt
eiblicherweisemit der Mengealler Folgenwber S alsomit [] als Initialdeskriptor.

Da bei der Sude sdritt weise die Elemerte von L aufgeahlt werden, ist das Aufspalten von Kandi-
datenmengennichts anderesals eine Verlangerungder Deskriptorfolge V um ein weiteresElemert der
MengeS, was einer Au acdherung der Kandidatenmengenim Baum ertspricht. Ist die gesante FolgelL
aufgeahlt, soist die Sude beendetund L kann direkt extrahiert werden: Extraktion bedeutet somit,
die gesante Pra xfolge V auszwahlen.

Fat man all diesin einer Globalsuttheorie zusammen,so ergibt sich dasfolgendeObjekt, daswir der
Lesbarleit halber komponertenweisebesdtireiben.

24Der Name S steht an dieser Stelle als Platzhalter fur einetypische Variable vom Typ Set und darf nicht verwedselt werden
mit dem Platzhalter S bei der Besdireibung der Komponerten von Globalsuctheorien, der das Wort \Suchraum" abkerzt.
Unglucklicherweisetreten hier Kon ikte bei der Vergabe von Standardnamenauf, die nur aus dem Kontext her au esbar sind.
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seqg.set( ) D 7! Set( )
R 7! Seq( )
I 7! S. true
@) 7! S,L.range(L) S
S 7! Seq( )
J 7! S, V.range(V) S
So 7! S.

sat 7! L, V.WL
split 7! S,V.fVi|i2Sg
ext 7! V.f\Ww

Man beadite, da essich hierbei um einegenerisbe Globalsuditheorie handelt, die auf beliebigenDaten-
typen de niert ist und sehrvielen Sudalgorithmen, die auf endlichen Folgenoperieren,zugrundeliegt.

Der Beweis,da gs_seq.set( ) tatsadlich eine Globalsuditheorie im Sinnevon De nition 5.5.17ist,
ist eineeinfadhe Ubungsaufgale. Man beadite jedoch, da gs_seqg.set( ) nicht wohlfundiert ist, da mit
dieserSudstruktur FolgenbeliebigerLangeaufgeahlt werdenkennen.

Mit der Globalsuditheorie gs_seqg.set( ) haben wir eine allgemeine Sudstruktur fer endliche Listen
(bzw. Folgen) formalisiert. Wie kennenwir nun derartige Informationen dazu nutzen, um ein Sudwerfahren
fur eine konkrete Problemstellungzu generieren?

Wie bereits angedeutet,wollen wir uns hierzu den Spezialisierungsmetanisnus zunutze macden, den wir
erstmalsin Strategie 5.5.14auf Seite 255 verwendet haben. Hierzu brauchen wir nur nachzuweisen,da der
Spezi kationsarteil einer Globalsuditheorie wie gs_seg_set( ) einegegeleneSpzi kation im Sinnevon De -
nition 5.5.10generalisiert,ausdem Nachweis eine Transformation zu extrahieren,und die Globalsuditheorie

mit

auf das Ausgangsproblenzu spezialisieren.Wir wollen dies zunadcst an einem Beispiel erklaren.

Beispiel 5.5.19 (Spezialisierung von gs_seqg-set( Z))

In Beispiel 5.2.4 auf Seite 228 hatten wir eine Formalisierungdes Costas-Arrays Problems vorgestellt,
bei dem esum die Bestimmung aller Permutationen der Zahlen f1..n g ging, die in keiner Zeile ih-
rer Di erenzentafel doppelt vorkommendeEintr age besitzen. Wir hatten hierfur die folgendeformale
Spezi kation ertwickelt.

FUNCTIONCostas (n: Z):Set(Seq( Z)) WHERE 1
RETURNSp | perm(p,f1..n g) ~ 8j 2domain(p).nodups(dtrow( p,j)) g

Die unterstrichenenTeile markieren dabei die Komponerien D, R, | und Oder Problemstellung.

Da der Ausgabebereit der Funktion Costas die Mengeder endlichen Folgeneber denganzenZahlenist,
liegt der Versud nahe, als Loesungsstruktur eine Spezialisierungder Globalsuttheorie gs_seq_set( Z)
(d.h. der Typparameter wurde mit Z instantiiert) zu verwenden.Wir meissenalso zeigen

RYist eine Obermengevon R und esgilt
8x:D. I(x) ) 9x:D. I'X) ~8y:R.O(xy) ) O(Xy)

wobei die gestrilhenen Komponerten sich auf gs seq set( Z) und die anderenauf das Costas-Arrays
Problem beziehen.

1. Die Globalsuditheorie gs_seq.set( Z) ist genau so gewahlt worden, da die Ausgabebereide
R=SeqZ) und R' ubereinstimmen.Damit ist die prinzipielle Generalisierbarleit gewahrleistet.

2. Die Eingabebereidhe D=Z und D'=Set( Z) stimmen nicht ubereinund messenaneinanderangepa t
werden. Auch diesist prinzipiell meglich, da Mengenmehr Informationen erthalten als naterliche
Zahlen,mu aber im Detail noch nachgewiesenverden.

3. Die Eingabebedingung!’ von gs_seq.set( Z) ist immer true , braucht also nicht weiter bereck-
siditigt zu werden.
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4. Zu zeigenbleibt also
8n:Z.n 1) 9S:Set( Z).
8p:Seq(Z). perm(p, fl..n g) ~ 8 2domain(p).nodups(dtrow( p,j) ) ) range(p) S
Fur diesenNachweis gibt eseinerelativ einfade Heuristik, die fastimmer in wenigenSdiritten zum
Ziel fuhrt und nicht einmal einenvollstandigen Theorenbeweiserbenetigt. Das Ziel der Inferenzen
mu sein,durch Au alten von De nitionen und Anwendungvon Lemmata Folgerungenvon

perm(p, f1..n g) ~ 8j 2domain(p).nodups(dtrow( p,j))

zu bestimmen,in denenrange(p) auf der linken Seite einesTeilmengenogrators vorkommt und
auf der rechten Seite ein Ausdrud stelt, der fur S eingesetztwerdenkann.

Au alten von perm(p,fl..n g) liefert perm(p,fl.ng) , range(p)=fl..ng ~ nodups(p),
worauswiederumdurch AnwendungdesGesetzesiber Mengengleibheit und Teilmengeibezietun-
gen(LemmaB.1.13.13,die Wahl ist eindeutig!) folgt perm(p,fl1..ng) ) range(p) fl.ng.

Damit ist die obige Behauptung gelltig, wenn wir fer S die Mengef 1..n g wahlen.

Aus dem Beweis ergibt sich eine Transformation = n.fl..n g, die gema Theorem 5.5.13 zu einer
SpezialisierungdesgenerellenrSudalgorithmus ferr gs_seq_set( Z) zu einemLesungsalgorithnus fer das
Costas-Arrays Problen?® fuhrt. Diese Spezialisierungfuhrt, wie in Strategie 5.5.14bereits ausgeéihrt,
zu einer Umwandlung eines Eingabewertes n von Costas in einen Eingabewert (n) fer den durch
gs_seg.set( Z) charakterisierten Loesungsalgorithnus und der Elimination von Lesungen,die nicht die
AusgabebedingungOdesCostas-Arrays Problemserfullen.

Anstelle den Globalsudalgorithmus zu einem Lesungserfahren fur das konkrete Syrtheseproblemzu
modi zieren, kann man aud die Globalsuditheorie gs_seq_set( Z) selbst spezialisierenund in einer
Globalsuttheorie fur das Costas-Arrays Problem umwandeln. Hierzu mu man nur den Spezi kation-
sarteil durch die speziellerekonkrete Spezi kation austaustit und in den anderenKomponerten jedes
Vorkommender Menge S durch (n) ersetzt. Dies fehrt dann zu folgenderspezialisierter Globalsud-
theorie, die in der Tat eine Globalsuttheorie fer das Costas-Arrays Problem ist.

D 7! Set( Z)

R 7! Seq(2)

I 7! nnl

O 7! n, p. perm(p, f1..n g) ~ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j))
S 7! Seq(2)

J 7! n, V.range(V) fl.ng

So 7! n. ]

sat 7! p, V.Wp

split 7! n, V.fVili 2f1..n gg

ext 7! V. f\wg

Die in Beispiel 5.5.19vorgenommeneSpezialisierungvon Globalsudtheorien ist nur wegendes direkten
Zusammenhanggzwisden Globalsuditheorien und Globalsudalgorithmen und einemexpliziten Vorkommen
der Ausgabebedingunginnerhalb dessthematistien Algorithmus meglich. Sie hat gegemiber der in Strategie
5.5.14vorgestelltennadtr eaglichen Modi k ation desAlgorithmus denVorteil, da die Spezialisierunggezielter
in die Struktur desAlgorithmus eingreift und somit zu e zien teren Programmenfehrt. Sie wird durch das
folgendeTheorem gereditfertigt.

Satz 5.5.20 (Spezialisierung von Globalsuc htheorien)

Es seispc=(D, R, |, O) eine formale Spezi kation und G=(D', R', I' O', S,J,s ,sat,split,ext)
eine Glokalsuchtherie. Es geltespc  specg=(D’, R, I' O'). seidie aus dem Sgezialisierungsb-
weis extrahierte Transformation.

Dannist G (spec) =(D,R, 1,0, S, xs.J( (X),S), X.S( (X)), sat, x,s.split( (x),s), ext)
eine Glolalsuchtherie. G (spec) ist wohlfundiert, wenn dies auchfur G gilt.

?Man beadite, da der spezialisierte Leosungsalgorithmus zwar partiell korrekt ist, aber { mangels Wohlfundiertheit der
Globalsudtheorie gs_seq_set( Z) { nicht terminiert, solangekeine Filter zur Bestneidung des Sucdiraums verwendet werden.
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Beweis: Siehe®bung 10.3.-a/b 2

In den Arbeiten, in denender systematis@e Entwurf von Globalsutalgorithmen erstmalsuntersudt wur-
den [Smith, 1987b, Smith, 1991a],ist zugunsteniner einfachere Besdireibung von Satz 5.5.20der Begri der
Generalisierungaus De nition 5.5.10auf Globalsuttheorien wie folgt fortgesetzt worden.

G genealisiert spec, falls spec specg gilt.
G genealisiert spec mit , fallsgilt R R'und 8x:D. I(x) ) [I'( (X)) ~ 8z:R. O(x,z) ) O'( (x),2)

Mit diesenBegrien lat sich der Satz 5.5.20dann wie folgt verkeirzt ausdricken

Genenlisiert eine Gloalsuchtherie G eine Spezi kation spec mit |, soist G (spec) eine Glomalsuchtherie.

Zusammenmit Satz5.5.16besdireibt dieserSatzdie Grundlageeinermaditigen Strategiezur Syrthesevon
Globalsutalgorithmen aus formalen Spezi kationen. Man mu nur eine vorgefertigte Globalsuditheorie der
Wissensbank nden, welde die gegelene Spezi kation generalisiert,diesemit der aus dem Generalisierung-
sbeweis extrahierten Transformation spezialisierenund dann den schematisdhen Algorithm us instantiieren.

In mandien Fallen reicht diese Strategie jedoch nicht aus, da die gewahlte Globalsuttheorie { wie zum
Beispielgs_seq.set( ) { nicht notwendigerweisewohlfundiert seinmu und somit nicht zu terminierenden
Algorithmen fehrt. In diesenFallen kann die Terminierung durch Hinzunahme einesFilters  garartiert
werden, welcher die Menge der zu betrachtenden Deskriptoren nach jeder split -Operation so einsdirankt,
da jederDeskriptor im Ende ekt nur endlich oft aufgespaltenwerdenkann. Naterlich darf dieserFilter keine
Deskriptoren der auf das Problem spezialisierten Globalsudtheorie eliminieren, die noch megliche Lesungen
erthalten. Er mu also eine notwendigeBedingungfer das Vorhandenseirvon Lesungenin einem Deskriptor
besdireiben.

Fur Globalsuttheorien wie gs_seqg._set( ) werdenwir eine Reihevon Filtern angelen, weldche die split -
Operation in eine wohlfundierte Operation split  verwandeln. Dieseim allgemeinenjedoch zu stark, um
notwendig fer die allgemeineGlobalsuditheorie zu sein. Erst nach der Spezialisierungder Theorie auf eine
gegelene Spezi kation, die ublicherweisemit einer deutlichen Verstarkung der Bedingung an die Lesungen
verbundenist, koennenmande Wohlfundiertheits lter auch zu notwendigenFiltern geworden sein.

De nition  5.5.21 (Filter fur Globalsuc htheorien)
EsseiG=(D, R, I, O,S,J,s ,sat,split,ext) eine Glokalsuchtherie und : D S! B
1. st notwendigfur G, falls fur alle x2Dunds2Sgilt  (x,s) ( 9zR. sat(z,s) ~ O(x,z)

2. ist ein Wohlfundiertheits Iter fur G, falls fur alle x2Dunds2 Smit I(x) undJ(x,s) eineZahlkz2IN
existiert, soda split  X(x,s) =; ist.

Datei ist split  de niert durch split  (x,s) ft]tasplit(xss) ~ (Xt g

O ensichtlich ist ein notwendigerFilter  genaudann ein Wohlfundiertheits Iter fer die Globalsuditheorie
G,wennG =D, R,1, O,S,J,s ,sat,split ,ext) einewohlfundierte Globalsuditheorie ist. Die Eigenstaft
\not wendig" stellt dabei die Gultigkeit desvierten Axioms sicher (alle Lesungensind im Ende ekt extra-
hierbar) wahrend die Wohlfundiertheit genaudem funften Axiom entspricht. Wohlfundiertheits lter messen
im allgemeinenseparatvon der Globalsuttheorie betrachtet werden, da eine allgemeineSudstruktur durch
versthiedeneEinscdrankungenwohlfundiert gematt werdenkann, ohneda sich hierdurch an dem eigerili-
chen Sudwerfahrenetwas andert. DieseEinschrankungensind jedoch nur seltennotwendigfer die allgemeine
Globalsuditheorie.

Da esfur jede allgemeineSudstruktur normalerweisenur sehrwenige Arten von Wohlfundiertheits ltern
gibt und der Nachweis der Wohlfundiertheit meist einen komplexen Induktionsbeweis verlangt, der von ei-
nem Inferenzsystemkaum automatisch gefihrt werden kann, emp ehlt essid, fur jede nicht wohlfundierte
Globalsuttheorie eine Reihevorgefertigter Wohlfundiertheits Iter in der Wissensbankabzulegen Wir wollen
hierfur einige Beispielegelen.
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Beispiel 5.5.22 (W ohlfundiertheits lter fer gs_seqgset( ))
Die folgendendrei Filter sind Wohlfundiertheits Iter fer die Globalsudtheorie gs_seq._set( ).

1. 1(S,V) =|V| k:Begrenzungder Sute auf Folgeneiner festenmaximalenLeangek.

Dieser Filter ist relativ leicht zu wberprefen, da nur die Lange eines Deskriptors mberpreft werden
mu , wird aber nur in den seltenstenFallen notwendig sein. Algorithmen mit diesemFilter terminieren
(spatestens)nach k Sdritten und erzeugereinen Sudibaum der Gre enordnung |S| X.

2. 2(SV) =|V| k*S| : Begrenzungder Sude auf Folgen einer maximalen Lange, die von der Gre e
der Menge S abhangt.

Auch dieserFilter, der fur einerelativ gro e Anzahl von Problemenals notwendig nachgewieserwerden
kann, ist leicht zu eberprefen. Algorithmen mit diesem Filter terminieren (spatestens) nach k*|S|
Sdritten und erzeugereinen Sudbaum der Gre enordnung |S| ¥/ 9.

3. 3(S,V) = nodups(V): Begrenzungder Sude auf Folgenohne doppelt vorkommendeElemerte.

Der Testist etwas aufwendiger,wenn er nicht inkremertell durchgetihrt wird. Algorithmen mit diesem
Filter terminieren (spatestens)nad k Sdiritten und erzeugenaufgrund der immer starker werdenen
Einschrankungenan die noch meglichen Deskriptoren einen Sucdbaum der Gre enordnung |S| !.

Wohlfundiertheits Iter werdenim RahmeneinesSynheseprozessegassendzu der Globalsuttheorie aus-
gewahlt, welche die Problemspezi kation generalisiert.Demerisprechend meissensiezusammermit dieserauch
spezialisiert werden. Das folgendeLemma zeigt, da die Wohlfundiertheit bei einer Spezialisierungerhalten
bleibt und somit zur Laufzeit der Syrthesenicht mehr mberpruft werdenmu .

Lemma 5.5.23 (Spezialisierung von Filtern)

Es sei spec eine Syezi kation, G eine Glomalsuchtherie und  ein Wohlfundiertheits Iter fur G. G
genealisiere spec mit

Dannist = x,s. ( (X),s) ein Wohlfundiertheits Iter fur G (speg
Wahrenddie Wohlfundiertheit einesFilters bei dem Aufbau der WissensbankeinesProgrammsyrihesesys-
temseinfur alle Mal uberpreft werdenann, mu die Notwendigkeit desspezialisiertenFilters zur Laufzeit einer
Synthese wberpreft werden. Dies ist jedoch wesetlich einfader, da hierzu nur ein zielgerittetes Au alten
von De nitionen und Anwendenvon Lemmata erforderlich ist.
Beispiel 5.5.24 (W ohlfundiertheits Iter fur das Costas-Arra ys Problem)

In Beispiel 5.5.19hatten wir die Globalsudtheorie gs_seq_set( Z) mit Hilfe von = n. f1.. g zueiner
Globalsutitheorie G fur das Costas-Arrays Problem spezialisiert.

Wir wollen nun prefen, weldher der Filter ausBeispiel5.5.22zu einem notwendigenWohlfundiertheits-
lter fur G°spezialisiert werdenkann. Wir sudien alsoeinenFilter , fur den gezeigtwerdenkann

perm(p, f1..n g) ~ 8j 2domain(p).nodups(dtrow( p,j) ), ~ W p) (fl..n g,V)

wobei n2 Z und V2 Seq(Z) beliebig sind. Hierzu kennte man alle vorgegelenen Filter einzeln durch-
testen. Es lohnt sich jedoch aud, durch Au alten von De nitionen und Anwendenvon Lemmata nach
leicht abzuleitendenFolgerungenvon

perm(p,f1..n g) ~ 8j 2domain(p).nodups(dtrow( p,j) ), ~ Wp

zu suden, in denennur n und V vorkommen,und dann einenFilter zu wahlen, der in den Folgerungen
erthalten ist. Wir falten daherdie De nition von perm(p, f1..n g) auf und erhalten wie zuvor

perm(p,fl..ng) , range(p) =fl.ng ~ nodups(p)

woraus wiederum durch Anwendung des Gesetzesiber Pra xfolgen und nodups (Lemma B.2.24.3,die
Wahl ist eindeutig!) folgt
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perm(p,f1..n g) ~ W p) nodups(V).
Damit ist 3 = n,V. nodups(V) o ensichtlich ein notwendiger Wohlfundiertheits Iter fur G°

Aus der Ausgabebedingung fer das Costas-Arrays Problem lassensich zusammenmit dem Erfellbar-
keitspradikat auch noch weitere notwendugeFilter ableiten. Diese kennen dazu berutzt werden, den
sceben gefundenennotwendigen Wohlfundiertheits Iter weiter zu verfeinern. Die Lemma eber Pra x-
folgen, begrenzteAll-Quantoren, domain dtrow und nodupsfehren sdilie lic h zu der Folgerung

8j 2domain(p).nodups(dtrow( p,j)), ~ W p) 8] 2domain(V).nodups(dtrow(V,j) )

soda wir = n.V. 8 2domain(V).nodups(dtrow(V,j )) als zustzlichen notwendigenFilter ver-
wendenkennen.

Die Verfeinerungeineseinmal gefundenemotwendigenWohlfundiertheits Iter fur G (spec) durch einen
zusatzlichen notwendigenFilter  fur G (spec) ist fur die Erzeugungeineskorrekten Globalsudalgorithmus
nicht unbedingt erforderlich, fehrt im allgemeinenedoch zu einernicht unerhebliden E zienzsteigerung. Aus
diesemGrunde bestirankt man sich auf zusatzliche Filter, die leicht aus der Bedingung sat(z,s) ~ O(x,z)
abgeleitet werden kennen, wobei als Heuristik eine Bestirankung auf eine kleine Anzahl anzuvendender
Lemmata sinnvoll ersdeint. Esist nicht schwer zu zeigen,die Kombination der beidenFilter zu einemneuen
Filter X,s.  (X,8) ~ (x,s) einennotwendigenWohlfundiertheits Iter fer G (spec) liefert.

Fat man nun die bisherigenErkenrtnisse (Satz 5.5.16,Satz 5.5.20,Lemma5.5.23und obige Anmerkung)
zusammen soergibt sich die folgendee zien te Strategie, die in der Lageist, eine Synthesevon Globalsudal-
gorithmen ausvorgegelenenformalen Spezi kationen mit Hilfe von einigenwenigenZugri en auf vorgefertigte
Objekte der Wissensbankund verhaltnisme ig simplenlogisden Sdlu folgerungen erfolgreid durchzufethren.

Strategie 5.5.25 (Wissensbasierte Synthese von Globalsuc halgorithmen)
Gagelen sei eine Problemspzi kation FUNCTIOR(x: D): R WHERE(x) RETURNSz| O(x,z) g
1. Wabhle eine Glokalsuchtherie G mit Ausgaletyp R (oder einer Obermenge)aus der Wissenskank.

2. Beweise,da G die Spezikation spec=(D, R, |, O) geneaslisiert.
Extrahiere aus dem Beweiseine Transformation und bestimmedie Glokalsuchtherie G (spec).

3. Wenn G nicht bereits wohlfundiert war, wahle einen Wohlfundiertheits Iter  fur G aus der Wissens-
bank, fur den gezeigtwerden kann, da notwendigfur G (spec) ist.

4. Bestimme heuristisch einen zusatzlichen notwendigenFilter  fur G (spec).

5. Instantiiere den folgendenschematischerGlokalsuchalgorithmus
FUNCTIONF(x: D):Set( R) WHERE(X) RETURNSz| O(x,z) g
=i (s L () ~ s { (X)) then Fgs(x,s ( (x))) else ;
FUNCTIONFgs(x,s: D S):Set( R) WHERE(x) ~ J(x,s) ~ ( (X),s) ~ (x5)
RETURNSz | O(x,2) Asat(z[,s) g
= fz| z2ext(s) ~0O(x,2) g fRgs(X,t) | tzsplit( (x),s) ~ ( X)) ~ xt) ¢
Das resultieende Programmpaar ist garantiert korrekt.

Wir wollen dieseStrategie am Beispiel desCostas-Arrays Problemsillustrieren

Beispiel 5.5.26 (Costas Arra ys Synthese)

Das CostasArrays Problem ist die Aufgabe, bei Eingabe einer naterrlichen Zahl n alle sogenanten Costas-
Arrays der Ordnung n zu beretinen. Dabei ist ein CostasArray der Gre e n eine Permutation der Zahlen
zwisten 1 und n, die in keiner Zeileihrer Di erenzentafel doppelt vorkommendeElemerie besitzt. In Beispiel
5.2.4auf Seite 228 hatten wir folgendeformale Spezi kation desProblemsaufgestellt.
FUNCTIOK ostas (n: Z):Set( Seq(Z)) WHERE 1
RETURN®p| perm(p,f1..n g) ~ 8j 2domain(p).nodups(dtrow( p,j)) g
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1. Der Ausgabketyp desProblemsist Seq(Z) . Wir wahlen daher eine Globalsuttheorie fur Folgenganzer
Zahlen, wobei im wesetlichen nur G =gs_seq.set( Z) ausBeispiel5.5.18(Seite 261) in Frage kommt.

2. Der Beweisdafer, da G die Spezi kation spec desCostas-Arrays Problemsgeneralisiert,ist in Beispiel
5.5.19auf Seite 262 bereits auskihrlich besprahenworden. Er liefert die Transformation = n.fl..n g
und fehrt zu der folgendenspezialisiertenGlobalsuditheorie

G (spx) D 7! Set( Z2)
R 7! Seq(2)
I 7! nnl
(0] 7! n, p. perm(p,f1..n g) ~ 8j 2 domain(p).nodups(dtrow( p,j))
S 7! Seq(zZ)
J 7! n, V.range(V) fl.ng
So 7! n. []

sat 7! p, V.Wp
split 7! n, V.fVili 2fl..n gg
ext 7! V. Wy

3. Da G nicht wohlfundiert ist, wahlenwir nun einenWohlfundiertheits lter  fur G ausder Wissensbank
und versuden zu zeigen,da notwendig fer G (spec) ist.

In Beispiel5.5.22haben wir drei megliche Wohlfundiertheits lter fur G angegelen. Von diesenlat sich
{ wie in Beispiel 5.5.24 auf Seite 265 gezeigt{ der Filter 3= S,V. nodups(V) am sdnellstert® als
geeignetfur die Theorie G (spec) nachweisen.

4. Ebenso haben wir in Beispiel 5.5.22 den Filter = n.V. 8] 2domain(V).nodups(dtrow(V,j )) als
zusatzlichen notwendigenFilter fur G (spec) abgeleitet.

5. Die Instantiierung desStandard-Globalsubalgorithmus mit den ParameternG (spec), s und liefert
dasfolgendekorrekte Programm zur Bestimmung aller Costas-Arrays der Ordnung n

FUNCTIONCostas (n: Z):Set( Seq(Z)) WHERE 1
RETURNSp| perm(p, f1..n g) ~ 8j 2domain(p).nodups(dtrow( p,j)) g
= if nodups([]) ~ 8j 2domain([]).nodups(dtrow([  1j) ) then Costasgs(n,[]) else ;

FUNCTIONCostasys (n: Z,V:Seq( Z)):Set( Seq(Z) )
WHERE 1~ range(V) f1..n g~ nodups(V) ~ 8j 2 domain(V).nodups(dtrow(V ,j))
RETURNSp| perm(p, f1..n g) ~ Wp ~ 8] 2domain(p).nodups(dtrow( p,j)) g

= fpl| p2fvg~ perm(p, fl..n g) ~ 8j 2domain(p).nodups(dtrow( p,j) )g

[ f Costasgs(n,W) | W fVili 2fl.n gg~ nodups(W)~ 8j 2domain(W).nodups(dtrow( W.,j))g

Naterlich kann man den so entstandenen Algorithmus noch in vielerlei Hinsicht vereinfadien und opti-
mieren. Soist z.B. in der Hauptfunktion der Filter immer geltig und in der Hilfsfunktion wird mandeszu
kompliziert beredinet. Diese Optimierungen kann man jedoch besserim Nadhinein ausfihren, da esbei der
shematistien Syrthese zunadhst einmal darum geht, einen Algorithmus mit einer e zien ten Beredinungss-
truktur zu zu entwerfen, ohne auf alle optimierbaren Details einzugehenDie Meglichkeiten einer nadtr agli-
chen Optimierung desin diesemBeispiel erzeugtenAlgorithmus werden wir in Abschnitt 5.6 ausfhrlicher
betrachten.

5.5.3 Einbettung von Entwurfsstrategien in ein formales Fundamen t

Im vorghergehendembsdnitt haben wir die theoretisdien Grundlagen einer Strategie zur wissensbasierten
Synthesevon Globalsudalgorithmen aus formalen Spezi kationen ausfihrlich untersudit und auf diesereine
sehr e zien te Entwurfsstrategie aufgestellt. Die bisherigen Untersucdiungen waren allerdings losgebst von

26, ware genausogut geeignet,lat sich aber schwerer uberprefen.
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einem formalen logischen Fundamert durchgekihrt worden und stellen nicht sicher, da eine Implementie-
rung der Strategie tatsachlich nur korrekte Algorithmen generierenkann. Das Problem ist hierbei, da eine
\v on-Hand" Codierung einer Strategie immer die Gefahr von Unterlassungsfehlernn sich birgt, die wahrend
des Syrtheseprozessesicht mehr au allen, wenn sich dieselmplemertierung nicht auf Inferenzregelneines
formalenlogisthen Kalkels stetzt. Daher ist esnotwendig, Synthesestrategienn einenlogisden Formalismus
einzubetten, der die Korrektheit aller ausgetihrten Syrtheseshritte sicherstellt.

Wie kennenwir nun eine Entwurfsstrategie wie Strategie 5.5.25in einenuniversellenlogistien Formalis-
mus wie den der Typertheorie integrieren, ohne dabei die Eleganzund E zienz der informal bestriebenen
Strategie zu verlieren? Wie kennenwir eine mit naterlichspradigen Mitteln besdiriebene Strategie in einer
erheblidh formalerenSprate ausdricken und dabei genausonaterlich und exib el bleiben wie zuvor?

Fur Strategienauf der Basisalgorithmischer Theorienlat sich dieseFragezum Gleck relativ leicht beart-
worten, da hier auf der semi-formalenEbene bereits eine Reihe von Vorarbeiten geleistet sind, weldhe die
Grundlage deseigerilichen Syntheseerfahrensbilden. Es ist daher meglich, die ertsprechendenKonzepte {
wie zum Beispiel Globalsuditheorien, Generalisierungund Filter { vollstandig in der Typertheorie zu formali-
sierenund die Satze uber die Korrektheit stchematister Algorithmen alsformale Theoremeder Typertheorie?’
zu beweisen.Ebensokann man eine Wissensbankvon vorgefertigtenTeillosungen{ zum Beispielalsokonkrete
Globalsutitheorien und Wohlfundiertheits Iter { dadurch aufstellen,da man Lemmata uber diesekonkre-
ten Objekte beweist und in der Library von NuPRL fer eine spatere Verwendung wahrend einer Syrnthese
abspeidhert. Mit Hilfe einer einfadhen Taktik zur automatischen Anwendungvon Theoremenkann man dann
die Strategieinnerhalb desformalen Fundamerns (also z.B. in NUPRL) genauscelegan und e zien t ablaufen
lassenwie ihr informal entworfenesGegenseick.

Gewonnen werden auf dieseArt nicht nur eine Garartie fur die Korrektheit aller Sdiritte sondernaud
tiefere Einsichten eber die von der Strategiebeim Entwurf gerutzten Zusammentnge.Dieswollen wir im fol-
gendenam Beispielder im vorigen Abschnitt prasettierten Globalsuh-Strategiedemonstrieren Wir beginnen
dazu mit einer Formalisierung aller relevanten Grundbegri e, die bei der Syrthese von Globalsutalgorith-
men eine Rolle spielen. Aufgrund der semi-formalenDe nitionen des vorigen Absdnitts sind die meisten
De nitionen sehrnaheliegendund meissennur praziseaufgesarieben werden.

De nition  5.5.27 (Formalisierung der Grundk onzepte von Globalsuc halgorithmen)

GS (D:TYPES R:TYPES IID! B O:D R! B) S;TYPES J.D S! B
s;DI' S satt R S! B split[' D S! Set(S) ext:S! Set(R)

splitk natind( k; x,s. fsg; n,sp,. xs. fsp,(xp|t 2split(x,s) g)

G is a GS-theory let ((D,R,1,0), S,J,s, sat, split, ext) = Gin
8x:D. I(X) ) syx) halt ~ J(x,s (X))
~ 8x:D.8s:S. I(x) ~J(x,s) ) 8t 2split(x,s).J(x,t)
~ 8x:D.8z:R. I(x) ~O(x,z) ) sat(z,s (X))
~ 8x:D.8s:S. I(x) ~J(X,s) ) 8z:R.O(x,z) )
sat(z,s) , 9k:IN.9t z2split X(x,8). z2ext(t)

Filters( G let..= Gin DS B
split x,s. ft|tasplit(x,s) ~ (xt) g

necessary for G let..= Gin 8x:D.8s:S. 9z:R. sat(z,s) ~0O(x,z) ) (x,8)

wi-filter for G let..= Gin 8x:D.8s:S. I(x) ~J(x,8) ) 9k:IN. split X(x,8) =;
G generalizes spec with

let..= G and (D',R',I''O")= spec in
R R ~ 8D. I'x) ) I( x)) ~8zR. O(xz) ) O((x),2)

o x,s. ( (X),9)
G (speg let..= Gin (spec, S, xs.J( (x),8), xS, (x), sat, x,s.split( (x),s), ext)

2THier erweist essich als vorteilhaft, da die Typertheorie ein Kalk ul heherer Ordnung ist. Man kann daher ohne Bedenken
Theoremeformulieren, in deneneber Spezi k ationen, Programme Pradikate, Globalsudtheorien etc. quanti ziert wird.
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Mit diesenformalisierten Begri en kann man nun die Satze und Lemmata des vorigen Absdhnittes als
formale Satze der Typertheorie beweisenund dabei in den Beweisennahezudas gleidhe Abstraktionsniveau
erreichen, wie dies bei den weniger formalen Gegensticken der Fall ist. Diese Satze und Lemmata lassen
sich dann zu einem einzigen Theorem zusammenfassenyeldes besagt, was genaudie Voraussetzungerfer
die Erfullbarkeit einer mengenvertigen Problemsypezi kation sind. DiesesTheoremwird dann die Grundlage
einer e zien ten und veri zierten Realisierungder Strategie 5.5.25innerhalb einesBeweissystemsfer einen
logisth-formalen Kalk ul?® werden.

Satz 5.5.28 (Entwurf von Globalsuc halgorithmen: formale Voraussetzungen)
8spec:SPECS.let (D,R,1,0) =spec
in
FUNCTIOR(x:D):Set(R) WHEREx) RETURNEz| O(x,z) g ist erfullbar

9G:GS. Gis a GS-Theory
~ 9 :D! Dz Ggeneralizes spec with
~ 9 :Filters(G). wi-filter for G necessary for G (spec)
~ 9 :Filters(G (spec)). necessary for G (spec)

Bew eis: Der formale Korrektheitsb eweis entspricht in seinerStruktur im wesertlichen dem Beweis von Satz 5.5.16,
ist aber naterlich etwas aufwendiger, da hier keinerlei gedanklichen Abk eirzungenzulassigsind. Auf dem Papier
weirde er mehr als 10 Seiten einnehmen, weil auch alle Zwischenlemmata wmber Generalisierung und Filter
beweisenwerden messen(Details kann man in [Kreitz, 1993[Anhang C.5] nden). Wir beshranken uns hier
daher auf eine grobe Beweisskizze.

Gema den Voraussetzungen(der rechten Seitevon ( ) haben wir als Hypothesen:

{ G:.GSmit G=((D',R",I')0", S,J, s, sat, split, ext) und Gis a GS-Theory
{ :D! D' mit G generalizes spec with

{ :D" S! Bmit wf-filter for G und necessary for G (spec)

{ :D S! Bmit necessary for G (spec)

Per De nition ist Erfellbarkeit von Spezi k ationen dasselle wie die Existenz eineskorrekten L esungsprogramms.
Wir geben als Lesung daher den Standard-Globalsudalgorithmus in gestlossenerForm an, wobei wir die
Hilfsfunktion per Abstraktion einfehren.

letrec fgs(x,5) = frz| z2ext(s) ~ O(x,z) ¢

[ ffg(xt) [tzsplit( ()s) ~ (XD ~ &b g

if (s () ~ xs (X)) then fgs(xs ( (x))) else ;

Fur den Nachweis der Korrektheit meissenwir nun alle Sdritte des Beweisesvon Theorem 5.5.16 formal
durchfehren, wobei wir die Beweise von Satz 5.5.20 und Lemma 5.5.23 ebenfalls integrieren (bzw. separat
ausfuhren) messen.Bis darauf, da der Beweis nun vollstandig formal ist und nur mit Hilfe von Taktiken
ebersidtlich strukturiert werden kann, treten keine nennensverten Unterschiede auf. 2

in

Der Aufwand, der fur den Beweis von Satz 5.5.28getrieben werden mu , ist relativ hoch, wird sich aber
bei der automatisierten Syrthese von Programmen wieder auszahlen.Dadurch da wir in der Lesungein
e zien tes Algorithmenstema explizit als Extrakt-T erm bereitgestellt und den Korrektheitsbeweis ein fur
alle Mal gegelen haben, kennenwir Globalsudalgorithmen nun dadurch syrthetisieren, da wir im ersten
Sdiritt den formalen Satz 5.5.28 mit Hilfe der Regelncut und lemmaeinfehren und auf das konkrete Pro-
grammierproblemanwenden.Als Teilziel bleibt dann nur noch der Nachweisder Existenzvon G, und
und ihrer Eigenstaften. Wir kennenalso innerhalb desstrengenformalen Inferenzsystemsyenausoe zien t
und elegan vorgehen,wie esin der informalen Strategie 5.5.25bestrieben ist, ohnedabei einenzusatzlichen

28Auch wenn die Formalisierungen im wesettlichen auf der intuitionistisc hen Typertheorie des NUPRL Systemsabgestitzt
werden, ist Theorem 5.5.28 weitestgehendunabhangig von der Typentheorie und kennte in ahnlicher Weise auch in anderen
ahnlich machtigen Systemeneingesetztwerden. Damit ist { zumindest im Prinzip { das Ziel erreicht, mit formalen logischen
Kalk eilen das naterliche logische Schlie en auf verstandliche Art widerspiegelnzu kennen.
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Beweisaufwand®® zu haben. Da zudem die wichtigsten allgemeinenGS-Theorienund ihre wif-Filter bereits
als veri zierte Objekte der Wissensbank(d.h. als Lemmata der NuPRL-Bibliothek) vorliegen,wird aud der
Nadhweisder ertstandenenTeilzielenicht mehr sehrsdwierig ausfallen.Allein die Generalisierungseigenkaft
und die Notwendigkeit von Filtern wird das Inferenzsystembelasten.

Eine Algorithmenenwurfstaktik, die auf der Basisvon Satz 5.5.28operiert, kann daherin wenigengro en
Sdiritten zu einer vorgegelenen Spezi kation einen veri zierbar korrekten Globalsutalgorithmus erstellen.
Die folgendeBesdireibung einer soldhen Taktik ist dasformale Gegenseick zu Strategie5.5.25und kann somit
als veri zierte Implemertierung dieser Strategie angesehemwerden.

Man mu zunadst dasProblem praziseformulieren und dann ein\Synthesetheorem"aufstellen,was nichts
anderesbesagt, als da wir eine Lesung nden wollen. Nun wendenwir als erstesunser Theorem an und
erhalten ein neuesUnterziel, was sich aus den Voraussetzungerdes Theoremsergibt. Konzeptionell ist nun
der wichtigste Sdritt vollzogen.Nun messennoch die Parameter bestimnt werden und das kann erntweder
von Hand gestiehenoder mit Unterstetzung desRedners.

Strategie 5.5.29 (T aktik zur formalen Synthese von Globalsuc halgorithmen)
Gayelen sei ein Synthesepoblem,formuliert als Beweisziel
" FUNCTIOR(x: D): R WHERE(X) RETURNSz| O(x,z) g ist erfullba

1. Wendedas Synthesetherem 5.5.28 wie eine Inferenzregel an.

2. Lesedie entstandenenUnterziele{ Bestimmungvon G , und { wie folgt.

(a) Wahle ausder Bibliothek eine GS-theorie Gmit Ausgaletyp R oder einem Obkertyp davon.
Beweise\Gis a GS-Theory durch Aufruf desentsprechendenLemmas.

(b) Bestimme entwealer durch Benutzerinteraktion oder durch einen Extraktion aus einem konstruk-
tivem Beweisvon \ G generalizes (D,R,1,0) " (i.w. gezielteSuchenach anwendlaren Lemmata)

(c) Wahle ausder Bibliothek eine Wohlfundiertheits Iter  fur G
Beweise\  wi-filter for G durch Aufruf desentspechendenLemmas.
Beweise\ necessary for G(spec)" durch gezielteSuchenach anwendlaren Lemmata

(d) Bestimme heuristisch durch Suchenach anwendlaren Lemmata (mit Begrenzungder Suchtiefe)
einen zustzlichen notwendigenFilter , fur den necessary for G(spec) beweishr ist.

3. Extrahiere eine Instanz des Standad-Glotalsuchalgorithmuamit dem NuPRL-Extraktionsmehanismus.
Da Taktiken nur auf veri zierten Theoreme und den Inferenziegeln der Typentheorie basieren, ist das
generierte Programm korrekt.

Am Beispiel des Costas-Arrays Problems (vergleihe Beispiel 5.5.26) wollen wir nun demonstrieren,wie
die Syrthesevon Globalsudalgorithmen innerhalb einesallgemeinenBeweisenwicklungssystems wie NuPRL
durchgekihrt werden kann. Nahezualle der in Strategie 5.5.29 bestiriebenen Teilsdritte lassensich durch
den Einsatz von Taktiken automatisieren. Das hohe Abstraktionsniveau der Formalisierungenlat esjedoch
aud zu, die Syrtheseim wesettlic hen interaktiv durchzufehren, wenn der Berutzer { wovon man ausgehen
sollte { ein gewissey/erstandnis fur die zu lesendenTeilaufgaben®® mitbringt.

29Taktik en, welche Globalsudhalgorithmen ohne Verwendung einesformalen Theoremswie Satz 5.5.28herleiten, sind dagegen
gezwungendie Korrektheit deserzeugtenProgramms zur Laufzeit nachzuweisen,wasin Anbetracht der komplizierten algorith-
mischen Struktur nahezuundurchfehrbar und zumindest sehr rechenaufwendig ist.

30Es st sogardurchaus meglich, durch den eherinteraktiven Umgang mit dem Systemein wenig von der Methodik zu erlernen,
die fur einen systematisden Entwurf von Algorithmen erforderlich ist.

Es sei allerdings darauf hingewiesen,da die Beispielsyrthesevorlau g noch ktiv en Charakter hat, da die fer die Synthese
notwendigenDe nitionen und Lemmata noch nicht in dasNuPRL Systemeingelettet wurden und der hier besdiriebeneZUstand
noch nicht erreicht ist.
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Beispiel 5.5.30 (Costas Arra ys Synthese mit NuPRL)

Wir beginnen mit einer Formulierung des Problems und verwenden hierzu die in Beispiel 5.2.4 auf
Seite 228 aufgestellte formale Spezi kation des Costas-Arrays Problems. Innerhalb von NuPRL wird
dieseSpezi kation zu dem BeweiszieleinesSyrthese-Theoremsyeldhesmit Hilfe derin Strategie5.5.29
besdiriebenenSdritte beweisenwerdensoll.

" FUNCTIONKostas (n: Z):Set( Seq(Z)) WHERE 1

RETURN®p| perm(p,f1..n g) ~ 8j 2domain(p).nodups(dtrow( p,j )) g
ist erfullbar

Im Topknoten einer formalen Herleitung stehenwir nun vor der Aufgabe, eine Lesungfer dasProblem
zu nden, und messenhierzu { wie immer { eine Regeloder Taktik angelken. An dieserStelle kennten
wir viele vershiedeneWegeeinsthlagen, erntscheidenuns aber daferr, esmit Globalsudalgorithmen zu
versudien. Daher geken wir eine Taktik an, welche das Theorem5.5.28instantiiert. Das Systemwendet
diese Taktik an und hinterlat als Teilziele die instantiierten Voraussetzungerdes Theorems, wobei
zugunstender Lesbarleit mber die Spezi kation abstrahiert und Typinformation unterdreckt wird.

# top

FUNCTIONCostas(n: Z):Set( Seq(Z)) WHERE 1
RETURNSp| perm(p, f1..n g) ~ 8j 2dom().nodups(dtrow( p,j)) g
ist erfullbar

BY|[call "Theorem5.5.28" |

1. ° 9G. Gis a GS-Theory
~ 9 . Ggeneralizes spec with
~ 9 wi-filter for G~ necessary for G (spec)
A9, necessary for G (spec)
where spec = (Z, Seq(Z), n.n 1,
n, p. perm(p,f1l..n g) ~ 8 2dome).nodups(dtrow( p,))) )

Aus Sicht einesformalen Inferenzsystemswar diesder shwierigste Sdritt der Syrthese,der aber durch
denEinsatz von Theorem5.5.28drastisth vereinfatt werdenkonnte. In denfolgendenSdritten meissen
nun die Komponerten G , und bestimnt und ihre Eigenstaften eberpreft werden.

Im nachsttieferen Knoten der Herleitung (bezeitinet mit top 1) messenwir als ersteseine Global-
suditheorie Gbestimmen, die das Costas-Arrays Problem generalisiert. Diesemu gema der Genera-
lisierungskedingung eine allgemeineSudstruktur fer endliche Folgeneber ganzenZahlen bestreiben.
Zudemmu siein der Bibliothek bereitsvorhandensein.Die Erfahrung hat gezeigt,da zur Lesungder
meisten Routineproblemeinsgesarh etwa 6{10 vorgefertigte Globalsuditheorien ausreidien, von denen
maximal 2 oder 3 eine allgemeineSudstruktur fer endliche Folgen charakterisieren.Unter diesenen-
stheidet das Zusatzkriterium, da die Ausgabebedingungstwader seinmu als die desCostas-Arrays
Problems. Sollten dann immer noch mehrere Meglichkeiten bestehen,so gibt es mehrerefundamenal
versdiedeneSudstrukturen, die in dem zu erzeugenderAlgorithmus zum Tragenkommenkennen. Die
Auswahl zwisen diesenist eine Entwurfs-Entscheidung, die eigerilich nur ein Benutzer fallen darf.

Selbstdann, wenn keinerleiautomatische Untersteitzung bei der Auswahl der Globalsuditheorie bereits-
teht, wird esfur einen Benutzer nicht sehr schwer sein, sich fur eine passendeGlobalsuditheorie zu
ertscheiden. In diesemFall ist dies die Theorie gs seq set( Z), die wir unter Verwendung der Regel
ex_i 3! angelen. Nach Verarbeitung dieserRegelverbleiben zwei Teilziele.Zum einen mussenwir zei-
gen,da gs_seq.set( Z) tatsadlich eine Globalsuttheorie ist und zum zweiten meissenwir nun die
anderenKomponerten passendhierzu bestimmen.

31Es ware durchaus meglich, eine summarische Taktik mit Namen INTRObereitzustellen, die anhand der au eren Struktur der
Konklusion bestimmt, da in diesemFalle die Regelex_i gemeirt ist.
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#top 1

" 9G. Gis a GS-Theory
~ 9 . Ggeneralizes spec with
~ 9 wi-filter for G~ necessary for G (spec)
A9, necessary for G (spec)
where spec = (Z, Seq(Z), n.n 1,
n,p. perm(p, f1..n g) ~ 8 2dome).nodups(dtrow( p,j)) )

BY |exli gs_seqset( Z) THEN unfold ‘perm’ ‘

1. ° gs_seqset( Z) is a GS-Theory
2. ° 9. gs-seqset( Z) generalizes spec with

~ 9 wi-filter for gs_seq._set( Z)
A necessary for gs_seq.set( Z) (spec)
~ 9 necessary for gs_seq.set( Z) (spec)

where spec = (Z, Seq(Z), n.n 1,
n, p. nodups(p) ~ range( p)=f1l..n g~ 8j 2dom().nodups(dtrow( p,j)) )

Das erste Teilziel losenwir durch Instantiierung des ertsprechenden Lemmasder NuPRL-Bibliothek,
ohnedasdie Globalsuditheorie gs_seq(Z) nicht fer eine Syrthesezur Verfagung stehenwerrde. Fer das
zweite werdenwir die De nition desBegri es Permutation au esenmeissen,da wir auf die Bestandteile
immer wieder zugreifenwerden. Der Ubersidtlichkeit halber haben wir diesin diesenSdritt integriert,
kennten esaber auch erst im nadfolgendenSdritt tun.

In diesemnadisten Sdritt meissenwir eine Transformation bestimmen, mit der wir die Generali-
sierungseigens@aft nachweisenkennen. Eine automatisde Untersteitzung hierfur ist meglich, da man
hierzu nur die in Beispiel 5.5.19 besdiriebenen Sdritte durch eine Taktik ausfihren lassenmu . Bei
einer interaktien Syrthese kann ein Benutzer jedoch aud ein intuitiv es Verstandnis von der Genera-
lisierungseigend@ft beruzten, welthes besagt, da die Ausgalbebedingung von gs_seg.set( Z) nadc
Transformation mit  ausder AusgabebedingungdesProblemsfolgenmu .

Sielt man sich die ensprechenden Komponerten von gs seq.set( Z) genaueran, so stellt man fest,

da eine Zahl in eine Menge umwandeln mu . Im Falle von gs_seqg.set( Z) sind die Elemenre der
aufgeahlten endlichen FolgenausdieserEingabemengezu wahlen. In der Spezi kation heit esdagegen,
da die Elemerte der Folgengenaudie Mengef 1..n g bilden messen.Es liegt also nahe, die Zahl n in

die Mengef 1..n g zu transformieren. Genaudas geben wir als Wert fur an.

#top 12
© 9. gs_seq.set( Z) generalizes spec with
A9 wi-filter for gs_seqg-set( Z)
A necessary for gs_seq.set( Z) (spec)
A9 necessary for gs_seqg_set( Z) (spec)

where spec = (Z, Seq(Z), n.n 1,
n, p. nodups(p) ~ range( p)=f1l..n g~ 8 2dome).nodups(dtrow( p.j)) )

BY |exd n.fl.n g‘

1. ° gs_seq.set( Z) generalizes  spec with n.fl.ng

where spec = ......
2.7 9. wi-filter for gs_seq_set( Z)
A necessary for gs_seqset( Z) pf1.ng(SPEC)
A9 necessary for gs.seqset( Z) py1.ng(SPEC)
where spec = ......

Von den beiden Teilzielen kann das erste durch eine einfathe Beweistaktik gelost werden, weldhe die
De nition von generalizes au altet und zielgerihitet nach Lemmata eiber die vorkommendenBegri e
range und sub sudht.

Im zweiten Teilziel ist ein Filter  zu bestimmen,der die spezialisierte Globalsuditheorie wohlfundiert
maden kann. Da der Nachweis von Wohlfundiertheit eblicherweise einen komplizierten Induktionsbe-
weis beretigt, darf man diesenauf keinenFall zur Laufzeit desSyntheseprozessedurchfehren, sondern
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mu vorgefertigte Filter in der Wissensbankablegen.Erfahrungsgema reichen hierfur 3{4 Filter (siehe
Beispiel 5.5.22) aus, um die meisten Routineprobleme zu behandeln. Unter diesenmeissenwir einen
auswahlen, fur denwir nachher necessary for gs_seqset( Z) ,t1.ng(SPec) beweisenkennen.
Eine automatische Unterstutzung hierfer ist meglich, da man hierzu nur die in Beispiel 5.5.24 bes-
chriebenen Sdiritte durch eine Taktik auskihren lassenmu . Es reicht jedoch audh aus, ein intuitiv es
Verstandnis desBegri s \not wendig" zu verwenden:ausder AusgabebedingungdesCostasArrays Pro-
blems und dem Erfellbarkeitspradikat zwisdien Ausgalewerten und Deskriptoren mu die Geultigkeit
desgewahlten Filters folgen.

Daein Pra x VeinerFolgep, die keinedoppelten Elemerte hat, selbstwiederkeinedoppelten Elemerie
hat, liegt esnahe,denFilter 3= S,V.nodups(V) auszwahlen.

#top 122

T 9. wi-filter for gs_seq.set( Z)
A necessary for gs seqset( Z) ny1:ng(SPEC)
~ 9 necessary for gs.seqset( Z) pf1:ng(SPEC)
where spec = (Z, Seq(Z), n.n 1,
n, p. nodups(p) ~ range(p)=f1..n g~ 8j 2domf).nodups(dtrow( p,j)) )

BY|exi S,V.nodups(V) |
1. °  S,V.nodups(V) wi-filter for gs_seq.set( Z)

2. © n\V.nodups(V) necessary for gsseqset( Z) p1.ng(SPEC)
where spec = ......

3. 9. necessary for gs.seqset( Z) pf1.ng(SPEC)
where spec = ......

Von dendrei entstandenenTeilzielenfolgt daserstewiederumauseinemLemmader NuPRL-Bibliothek.
Fur den Beweisdeszweiten Zielslosenwir alle De nitionen auf, um eineeinfache Beweistaktik anwend-
bar zu machen. Diese Beweistaktik { wir haben sie Prover genanrt { mu nur in der Lage sein, ziel-
gerichtet nach Lemmata eber die vorkommendenBegri e zu suden und diesesdiritt weise(wie z.B. in
Beispiel 5.5.24) anzuvenden.

#top 1222

n,V.nodups(V) necessary for gs.seqset( Z) pg1:ng(SPEC)
where spec =(Z, Seq(Z), n.n 1,
n, p. nodups(p) ~ range(p)=fl..n g~ 8j 2domf).nodups(dtrow( p,))) )
BY‘undo_abstractions THENunfold “specialize’ THENunfold “necessary’ ‘

1. ° 8n.8V. 9p. nodups(p) ~ range( p)=f1l..n g~ 8j 2dom().nodups(dtrow( p,j) ) ~ Wp
) nodups(V)

* BY|Prover

Damit fehlt uns nur noch der zusatzliche Filter , dereigenlich nur ausE zienzgr endenbenetigt wird,
um den Sudiraum desertstehendenAlgorithmus frehzeitig zu begrenzenWie eben loesenwir dazu erst
einmal die De nitionen auf und konzerrieren uns darauf, was unmittelbar aus den Ausgabebedingung
desCostasArrays Problemsund dem Erfellbarkeitspradikat folgt.

Da wir die Eigenstaften nodups(p) und range(p)=f1l..n g bereits ausgemtzt haben, messenwir
nun Folgerungenaus der dritten Bedingung ziehen.Auch hier kann man sovohl eine masdinelle Un-
terstetzung (mit Sude nach passendern.emmatawie in Beispiel5.5.24)alsaudc ein intuitiv esVerstand-
nis des Problems einsetzen.An einer Skizzemadt man sich scnell klar, da jede Zeile in der Di e-
renzenafel einer Folge W p ein Pra x der ertsprechenden Zeile in der Di erenzentafel von p ist und
demertspredhend auch die Eigenshaft mbernimmt, keine doppelten Vorkommenzu haben.
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(2] 4[1]6[5[3] p] (2/4[1[6] | [ V]
21 3|5 1] 2 Zeile 1 -2 3|-5 Zeile 1
1(-2|1-4] 3 Zeile 2 1)-2 Zeile 2
4 1-11-2 Zeile 3 -4 Zeile 3
31 Zeile 4 Zeile 4
-1 Zeile 5 Zeile5
Zeile 6 Zeile 6

Die Deskriptorfolge mu also selbst ein Costas Array einer kleineren Ordnung sein. Wir wahlen also

ertsprechend und eberlassenden Rest des Beweiseswieder der BeweisstrategieProver. Diesewird
wie im Falle von  durch Sude nac geeigneterLemmata in der Lage sein, die Notwendigkeit von
nadzuweisen{ allerdings mit einer deutlich gre eren Anzahl von Inferenzen.

#top 1223

T 9 . necessary for gs.seqset( Z) p,t1:ng(SPEC)
where spec = ......
BY‘undo_abstractions THENunfold “specialize THENunfold “necessary” ‘
1. © 9 .8n.8V. 9p. nodups(p) ~ range(p)=fl..n g~ 8 2dom().nodups(dtrow( p,j)) ~ Wp
) (W)

* BY|exi nV. 8 2dom(V).nodups(dtrow(V,)  THENProver |

Die formale Syntheseist nun beendet:alle Komponerten sind bestimmt und das Syrnthesetheoremelber
die Lesbarleit des Costas Arrays Problemsist bewiesen.Nun kann aus dem Beweis eine Instanz des
sthematistien Algorithmus extrahiert werde,denwir in Satz 5.5.28angegelen hatten. Diesebesdireibt
einenerstenlau ahigen,vor allem aber nachgewiesenerma erkorrekten Algorithmus, dennwir z.B. auch
im NuPRL Systemauswerten kennten.

FUNCTIONCostas(n: Z):Set( Seq(Z)) WHERE 1
RETURNSp| perm(p, f1..n g) ~ 8j 2dom(p).nodups(dtrow( p,j)) )g

letrec Costasgs(n,V) =
[f p| p2fvg~ perm(p,f1..n g) ~ 8j 2dom().nodups(dtrow( p,j)) g
[ f Costasgs(n,W) | WefVili 2fl.n gg ~ nodups(W) ~ 8 2dom(W).nodups(dtrow(W.j)) ¢
in
if nodups([]) ~ 8j 2dom([]).nodups(dtrow([],j )
then Costasgs(n,[]) else ;

Dieser Algorithmus ertspricht im wesetlichen demjenigen,den wir bereitsin Beispiel 5.5.26auf infor-
male Weisehergeleitet hatten.

Das Beispiel zeigt, da esaud in einem vollstandig formalen Rahmen meglich ist, gut strukturierte Al-
gorithmen in wenigen gro en Sdritten zu entwerfen { selbst dann, wenn das Ausma der automatischen
Unterstetzung ehergeringist und ein Mensd dieseHerleitung alleine steuernmesste.Der Vorteil gegemiber
den Verfahren,die dasselle ohne Abstetzung auf einenformalen Kalk el erreichen, ist ein gre tm eglichesMa
an Sicherheit gegember logisthen Fehlern bei der Erstellung von Software bei gleichzeitiger Erhaltung einer
Kooperation zwisthen Menst und Masdine bei der Softwareentwicklung.

5.5.4 Divide & Conquer Algorithmen
Divide & Conquerist eine der einfacdisten und zugleidy gebmudlichsten Programmiertediniken bei der Ve-

rarbeitung strukturierter Datentypen wie Felder, Liste, Baume, etc. Wie Globalsudalgorithmen lesenDivide
& Conquer Algorithmen ein Programmierproblem durch eine rekursive Reduktion der Problemstellung in
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unabhangigeTeilprobleme,die im Prinzip parallel weiterverarbeitet und dann zu einerLesungdesGesantpro-
blemszusammengesetaverdenkennen.Weahrendbei Globalsudalgorithmen jedoch jedesdieserTeilprobleme
zu einer eigenenLesungfehrt (_-Reduktion, Reduktion desAusgabebereids), werdenbei Divide & Conquer
Algorithmen alle Teillosungenbenetigt, um eine einzelne Gesantl ©sung zusammenzusetzeif~ -Reduktion,
Reduktion desEingabebereids).

Die Grundstruktur, die all dieseAlgorithmen gemeinsanhaben,ist einerekursive Dekommsition der Einga-
benin \kleinere" Eingabewerte, auf denender Algorithm us rekursiv aufgerufenwerdenkann, und ggf. weitere
Werte, die durch eine Hilfsfunktion weiterverarbeitet werden. Die so erzielten Werte werden dann wieder
zu einer Lesungdes OriginalproblemszusammengesetztEingaben, die sich nicht zerlegenlassen,gelten als
primitiv. und messendirekt gebst werden. Formalisiert man dieseVorgehenswisein einem einheitlichen Al-
gorithmensdiema, so ergibt sich folgendeGrundstruktur von Divide & Conquer Algorithmen.

FUNCTIOR(x:D):R WHEREX) RETURN$ SUCHIHATO(X,Y)
= if primitive(x) then Directly-solve(x)
else (Compose G F Decomposejx)

Hierbei treten neben den Bestandteilender eigerilichen Spezi kation die folgendenKomponerten auf.

Ein Funktion ! D' Dzur Dekompmsition von Eingabenin Teilprobleme

Eine Hilfsfunktion [GID' R', die zusamme#? mit einemrekursiven Aufruf von F auf die Dekomposition
der Eingabewerte angevandt wird.

Eine Kompositionsfunktion R' R! R weldhe rekursiv erzeugteTeillosungen(und die von G
erzeugtenZusatzwerte) zu einer Lesungdes Gesantproblemms zusammensetzt.

Ein Kontrollpredikat auf D, welchesEingaben besdireibt, die sich nicht zerlegenlassen.

Eine Funktion ‘ Directly-solve ‘:D! R welde fur primitiv e Eingaben eine direkte Losung beretinet.

Die Vielseitigkeit diesesSdhemasertsteht vor allem durch die Hilfsfunktion Gund ihre Ein- und Ausgabe-
bereidhe D' und R'. Siekannim einfacsten Fall die Identit atsfunktion sein,weldche die bei der Dekomposition
erzeugtenHilfswerte { wie dasersteElemert einerendlichen Folgebei einer First/Rest-Zerlegung{ eberhaupt
nicht weiterverarbeitet. Siekannidentisch mit der Funktion F sein,wenn Dekomposition einenEingabewert in
zwei gleidhartige Werte zerlegt{ wie etwa in linke und rechte Halfte einerendlichen Folgebei einerListSplit -
Zerlegung.Aber auch kompliziertere Zerlegungenund komplexereHilfsfunktionen sind denkbar.

6 Axiome mussenerfellt sein, um die Korrektheit des obigen Algorithmensdiemas sicherzustellen. Die
meisten davon besdireiben die Spezi kationen der vorkommendenTeilfunktionen. Hinzu kommt ein Axiom
eiber rekursive Zerlegbarleit (Strong Problem Reduction Principle { kurz SPRP) und die Wohlfundiertheit
der durch die Dekomposition induzierten Ordnung auf den Eingabewerten.

1. Die direkte Leosungist korrekt fer primitive Eingabwerte.

2. Die Ausgabkebedingungist rekursiv zerlegbarin Ausgabebedingungenfer die Dekomposition, die Hilf-
sfunktion und die Komposition (Strong ProblemReduction Principle).

3. Die Dekompositionsfunktion erfellt ihre Ausgalebedingungund verkleinert dabei die Eingabewerte.
4. Die Kompositionsfunktion erfullt ihre Ausgabebedingung.
5. Die Hilfsfunktion erfullt ihre Ausgabebedingung.

6. Die durch die Dekomposition induzierte Verkleinerungsrelationist eine wohlfundierte Ordnung.

32Die ScreibweiseG F ist an dieser Stelle eine Abkurzung fur y'y. (G(y),F(y)) und f g kerzt x. f(g(x)) ab.
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Prazisiert man die obengenanten Axiome durch logisthe Formeln, solat sidh die Korrektheit desoben-
genannien Sthemasfer Divide & ConquerAlgorithmen relativ leicht nachweisen.

Satz 5.5.31 (Korrektheit von Divide & Conquer Algorithmen)
Es seienspec=(D, R, 1, O) eine keliebigeSpezi kation, D' und R' beliebigeDatentypen,
Decompose:D D' D G:D' R', ComposeR' R! R primitive:D ! IB und Directly-solve:D ! R
Das Programmschema
FUNCTIONR(x:D):R WHEREX) RETURN$ SUCHIHATO(X,Y)
= if primitive(x) then Directly-solve(x) else (Compose G F Decomposejx)
ist korrekt, wennesPreadikateG,: D D' D! B, I'D' ! B, O: D" R'! B, :R" R R!' BBund
eine Relation : D D! IB gibt, soda die folgendensechs Axiome erfullt sind
1. Directly-solve erfullt die Spezi kation
FUNCTIONR,(x:D):R WHEREXx) ~ primitive(x) = RETURN$ SUCHIHATO(X,y)
2. (SPRP:) Fur alle x,y 2D, y' 2D, zt 2Rund z' 2R"' gilt
Qxyy) ~O0Fyz) ~0Wy.z) ~Qzzty ) Okl
3. Decomposerfullt die Spezi kation
FUNCTIONy(x:D):D' D WHERHEX) ~ : primitive(x)
RETURNS,y SUCHITHATI'(Y) ~I(y) »x y~GXYVY.y)
4. Composerfullt die Spezi kation
FUNCTIOR,(z,z:R R'):R RETURNS SUCHTHATQ:(z,Z',t)
. Gerfullt die Spezi kation
FUNCTIORg(y:D'):R'" WHERKY) RETURNS SUCHIHATO'(Y',z)

6. st eine wohlfundierte Ordnung auf D

ol

Beweis: EsseienD,R,I,0, D',R',Decompose,G,Composepri mitive, Dire ctl y-solve sawvie &, I'0',0 ¢,
wie oben angegelen. Die Axiome 1{6 seienerfullt und F seide niert durch
F(x) = if primitive(x) then Directly-solve(x) else (Compose G F Decompose)x)
Da nach Axiom 6 wohlfundiert ist, kennen wir durch strukturelle Induktion wuber (D, )33 zeigen,da fur
alle x2Dmit I1(x) die Ausgabebedingung O(x, F(x)) erfullt ist.
Esseialsox2Dmit I(x) und esgelte O(y, F(y)) fur alley2Dmit x y. Wir unterscheiden zwei Falle.
x ist “primitiv'. Dann gilt F(x) = Directly-solve(x)
Aus Axiom 1 folgt dann unmittelbar O(x, F(x)) .
Es gilt : primitive(x) . Dann gilt F(x) = (Compose G F Decompose)x) .
Nach Axiom 3 beredinet Decompose(x)dann zwei Werte y' 2 D' und y 2 Dmit den Eigenshaften I'(y"),
D xy,y) undx vy.
Fer y' ist Axiom 5 anwendbar und die Beredinung von Gliefert einenWert z' 2R' mit O'(y',z")
Fer y ist die Induktionsannahme anwendbar und die Beredinung von F liefert einenWert z 2 Rmit O(y,z) .

Auf die entstandenenWerte z und z' kann die Funktion Composangewandt werden.Nach Axiom 4 liefert
die Berechnung von Compose(z,z') einenWert t mit Qz(z,z',t)

Insgesan gilt fur die Werte x,y'y,z',z undt also & (xYyYy) ~O(yz) ~0'y.,z) »Q(zz)
Damit ist Axiom 2 anwendbar und esfolgt O(x,t)

Dat identisch mit (Compose G F Decompose]x) ist, folgt t=F(x) , also O(x,F(x))
Damit ist die Ausgabebedingung O(x, F(x)) fur alle legalenEingaben erfullt.

Aufgrund desPrinzips der strukturellen Induktion eber Wohlordnungenist die Ausgabebedingung O(x, F(x))
somit fer alle legalenEingaben erfellt. Hieraus folgt per De nition die Korrektheit der Funktion F. 2

33DjeseForm der Induktion, welche manchmal auf wohlfundierte Ordnungsinduktion genanrt wird, basiert auf der Erkenntnis,
da eine Eigensdaft Q[x] fur alle x2 Dgilt wenn man zeigenkann, da Q[x] ausder Annahme 8y:D. x y ) Q[y] folgt.
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Satz 5.5.31behandelt eigerilich nur den Fall, da die Hilfsfunktion G versdiedenvon F ist. Andernfalls
meisstedie Eingabebedingung!' fur Gdie Ordnungskezielung x y' enthalten, was formal nicht mehr ganz
dem obigen Schemaertspricht. Wir wollen dies an dieserStelle jedoch nicht weiter vertiefen®* sondernstatt-
dessereinige Entwurfsstrategienanspretien, weldhe auf Satz 5.5.31und auf eahnlichen Satzen eber Divide &
Conquer Algorithmen beruhen.Im Gegensatzzu der Strategie zur Entwicklung von Globalsudalgorithmen
erthalten dieseStrategienjedoch deutlich gre ere Freiheitsgrade,die einer heuristisdien Steuerungbederfen,
da man auf ein weseitlich geringeresMa von vorgefertigten Informationen stetzen mu . Sie wirken daher
nicht ganzso zielgerititet wie Strategie 5.5.25.

Alle Strategienhaben gemeinsamda man zunadcist mindestenseine der notwendigenKomponerten aus
einerWissensbankauswahlt und danndarausSpezi kationenund Lesungender jeweils anderenKomponerten
bestimmt. Dabei basiert die Herleitung der Spezi kationen meist auf einer Zerlegungdes Problemsin Teil-
problememit dem Problemreduktionsprinzip (SPRP), wahrendihre Lesungenmeist eineweitere Verwendung
von Teilinformationen aus der Wissensbankoder einenerneutenSyrntheseproze (der nicht nur auf Divide &
Conguerberuht) verlangen.Die Erzeugungalyeleiteter Vorbedingungen (wie z.B. desPradikats primitive )
spielt hierbei eine wichtige Rolle. Wir wollen exemplarist: eine der Strategienim Detail bestireiben.

Strategie 5.5.32 (Synthese von Divide & Conquer Algorithmen)
Gayelen sei eine Problemspzi kation FUNCTIOR(x:D):R WHERHKx) RETURN$ SUCHTHATO(X,y) .

1. Wahle eine einfache Dekommsitionsfunktion Decomposeamt ihrer Spezi kation aus der Wissenslank
und hierzu passendeine wohlfundierte Ordnungselation _ auf D
Hierdurch wird der Datentyp Dund das Pradikat @, ebenfalls festgelegt. Axiom 6 ist erfullt.

2. Bestimmedie Hilfsfunktion Gund ihre Spezi kation heuristisch. Wehle hierfur die Funktion F, falls D'=D
gilt und sonstdie Identitatsfunktion.
Hierdurch werdendie Pradikate O' und I' ebenfalls festgelegt. Axiom 5 ist erfulllt.

3. Veri zier e die Korr ektheit von DecomposeL eite die zusatzlichenVorbedingungenan Eingatewertex 2 D
ab, unter denendie Spezi kation in Axiom 3 von Decomposerfullt wird.
Hierdurch wird die Negation desPradikates primitive  heuristisch festgelegt.

4. Konstruiere die AusgaleledingungQ: desKompositionsoperators durch Bestimmungder Vorbedingungen
fur die Gultigkeit der Formel &, (x,yy) ~ O(y,z) ~ O'(y',z) )  O(x,t) underfulle soAxiom 2.

Synthetisiee eine Funktion ComposewelcheAxiom 4 erfullt.
Sollte Composenicht in der Wissensbankzu nden sein, mu das Verfahren rekursiv aufgerufenwerden.

5. Synthetisiee eine Funktion Directly-solve , welcheAxiom 1 erfulit.
Die Funktion mu wmber einen einfachen Nachweis von 8x:D. I(xX) ~ primitive(x) ) 9y:R. O(x,y) kons-
truiert werden kennen. Ist dies nicht meglich, leite eine zusatzliche Vorbedingung far die Geultigkeit dieser
Formel ab und starte das Verfahren erneut.

6. Instantiiere dasDivide & ConquerSchemamit den gefundenenParametern.

FUNCTIOR(x:D):R ~ WHERHEx) RETURN$ SUCHTHATO(X,y)
= if primitive(x) then Directly-solve(x) else (Compose G F Decomposejx)

Viele dieserSdritte kennenmit Hilfe einer Tednik zur Bestimmung von Vorbedingungenfer die Gelltigk eit
einer logisthen Formel, die in [Smith, 1985k Section 3.2] auskihrlich besdirieben ist, weitestgehendautoma-
tisiert werden.Die Syrthesevon Composdann einenweiteren Aufruf desVerfahrenserfordern, bei dem eine
andereReihenfolgebei der Bestimmung der Komponerten von Divide & Conquer Algorithmen erfolgreider
sein mag als Strategie 5.5.32. Als alternative Vorgehenswisenwerden hierfer in [Smith, 1985k Section 7]
vorgesblagen.

34Ein etwasallgemeineresallerdings nicht mehr ganz so einfach strukturiertes Schemafur Divide & Conquer Algorithmen und
den dazugetorigen Korrektheitsb eweis ndet man in [Smith, 1983.
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Wahle einen einfadhen Kompositionsoperator aus der Wissensbank.Konstruieren dann sukzessie die
Hilfsfunktion, die Ordnungsrelation, den Dekompositionsoperator und zum Sdcilu die direkte Lesung
fur primitiv e Eingabewerte.

Wahle eineneinfadhen Dekompositionsoperator und die Ordnung  ausder WissensbankKonstruieren
dann sukzessig den Kompositionsoperator, die Hilfsfunktion und zum Sclu die direkte Lesungfer
primitiv e Eingabewerte.

Wir wollend die Strategie 5.5.32am Beispielder SyrtheseeinesSortieralgorithmus illustrieren.

Beispiel 5.5.33 (Synthese eines Sortieralgorithm us)

Das Sortierproblemwird durch die folgendenformale Spezi kation bestrieben.
FUNCTIONort(L:Seq( Z)):Seq( Z) RETURNS SUCHIHATSORT(L,S)

wobei SORTI(, S) eine Abkerzung fur rearranges( L, S) ~ ordered( S) ist.

1. Listen wber ganzenZahlenlassensich auf mehrereArten zerlegenWir kennten unsfer eineFirstRest -
Zerlegung,fer eineListSplit -Zerlegungin zwei (nahezu)gleiche Halften, oder eineSplitvVal -Zerlegung
in Werte unter- bzw. oberhalb einesScwellwertes entscheiden.In diesemFalle wahlenwir die Funktion

ListSplit L. ([ L[] 2[1..]Y 211, [LN 2[2+L] 2.t 1)
Die zugelorige AusgalebedingungGQ, (L,L L)) lautet L, L=L~ L |=IL] 2~ |LJ=(1+L]) 2

Eine der wichtigsten wohlfundierten Ordnungenauf Listen besteht in einemVergleit der Langen.Diese
Ordnung ist nicht total, aber darauf kommt esja nicht an. Wir wahlenalso L,L'. |L|>|L|

2. Entsprechend der Heuristik in Strategie 5.5.32wahlen wir die Funktion sort selbst als Hilfsfunktion.
Damit werdendie Ein- und Ausgabebedingungenl und Oertsprechend sbernommen.

3. Wir stellennun die vollstandigeSpezi kation desDekompositionsoperators{ einsdlie lic h der Vorbedin-
gungenan sort und der beiden OrdnungstedingungenL L, ~ L L,{ aufund leiten die Vorbedingungen
fur die Korrektheit desProgramms

FUNCTIONy(L:Seq( Z):Seq( Z) Seq(Z) RETURNS,L,
SUCHTHATILI>L || » [L>IL | ~ Ly LELA LU 20 L J=@+L) 2
= ListSplit(L)
her. Da [L|>|L ,| nur geltenkann, wenn|L|>0 , alsoL6[] ist, erhaltenwir als Besdreibung primitiv er
Eingaben dasPradikat L. L=[] .

4. Wir leiten nun die Vorbedingungenfer die Geltigkeit von
L, L=L~ L J=IL] 2~ |LJ=(A+IL]) 2~ SORT(LS), ~ SORT(S, ) SORT(L,S)
ab. Diesliefert als Kompositionsbedingungordered(S) ~ range(S)=range(S,)[ range(S,)

Die Syrtheseder Kompositionsfunktion

FUNCTION,(S,, S, Seq(Z) Seq(Z)):Seq( Z) WHEREBrdered(S,) ~ ordered(S))
RETURNS SUCHIHATordered(S) ~ range(S)=range(S ) [ range(S,)

beretigt einenrekursiven Aufruf desVerfahrensmit einer anderenReihenfolgeder Einzelsdiritte (siehe
[Smith, 1985k Section7.2]) und liefert den mergeOperator als Kompositionsfunktion.

5. Nun meissenwir nur noch die direkte Lesungfer primitiv e Eingaben bestimmenund uberprefen hierzu
8L:Seq(Z). L=[] ) 9S:Seq(Z). SORT(L,S) Der Beweisist nicht schwer zu fehren und liefert S=L

6. Wir instantiieren nun den schematisdhen Divide & Conquer Algorithmus, abstrahierendabei eber die
beidenResultate von ListSplit(L)  und erhalten folgendenSortieralgorithmus.
FUNCTIONort(L:Seq( Z)):Seq( Z) RETURNS SUCHIHATrearranges(L,S) ~ ordered(S)
= if L=[] then L
else let L,L,=ListSplit(L) in  merge(sort(L ,),sort(L )))
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Weitere Anwendungsleispielefer eineSyrthesevon Divide & ConquerAlgorithmen kannmanin [Smith, 1983a,
Smith, 1985a,Smith, 1987a] nden.

5.5.5 Lokalsuch-Algorithmen

Bei der Losungvon Optimierungsproblemensind lokale Sudwverfahren, oft auch als Hil Iclimbing-Algorithmen
bezeitinet, eine beliebte Vorgehenswise.Hierbei wird ausgehencdeine optimale LesungeinesProblems da-

durch bestimmt, da man eine beliebige Anfangsksungsdritt weiseverbessert,indem man die unmittelbare

(lokale) Nachbarstaft einer Lesung nach besserenLesungenabsutt. Dabei hat die Nachbarsdaftsstruk-

tur desSudraumeseinengro en Einu  auf dasVerfahren.Kleine Nachbarsdaften bestleunigendie Sude,

kennenaber dazufehren,da unbedeutenddokale Extremwerte als globaleOptima verstandenwerden.Dieses
Problem tritt bei gre eren Nadbarsdaften nicht mehr auf, aber dafer mu man wiederum eine erheblith

langereZeit fur die Sude in Kauf nehmen.

Die Konstruktion einer guten Nachbarsdaftsstruktur spielt daher eine zertrale Rolle fur den Erfolg von
Lokalsudhalgorithmen. Hierbei sind zwei wichtige Eigenstaften zu berucksichtigen. Zum einenmu der Su-
chraum vollstandig miteinander verbunden sein (Konnektivitat), damit eine optimale Lesungvon jeder be-
liebigen Losungaud erreicht werden kann. Zum anderenmessenlokale Optima aud globale Optima sein
(Exaktheit), damit lokale Sude nicht bei den falschen Lesungenstederbleibt. Formalisiert man all diese
Voraussetzunegso kann man Lokalsudalgorithmen ebenfalls als algorithmische Theorie darstellen und ein
sthematistes Verfahrenglobal veri zieren.

Die allgemeineGrundstruktur von Lokalsudalgorithmenlat sich durch folgendesSdhemabesdireiben.
FUNCTIOR,p(x:D):R WHEREX) RETURNB
SUCHITHATO(x,y) ~ 8tR. O(x,t) ) cost(x,y) cost(x,t)
= FRs(X,F(X))

FUNCTION s (x:D,z.R):R  WHEREx) ~ O(x,y) RETURNS®
SUCHIHATO(x,y) ~ 8t 2N(x,y). O(x,t) ) cost(x,y) cost(x,t)
= if 8t 2N(x,z). O(x,t) ) cost(x,z) cost(x,t)
then z else Fs(x, arb(ft|t2N(x,z) ~ O(x,t) ~ cost(x,z)>cost(x,t) 0))

Dabei treten neben den mblichen BestandteilenD, R, | und Oeiner Spezi kation folgendeKomponerten auf

Eine totale Ordnung| | auf einemKostenraumR.
Eine Kostenfunktion [cost [R!R , die jeder Lesungeine Bewertung zurodnet.

Eine Nachlarschaftsstrukturfunktion : D R! Set(R), die jedem Elemert desLesungsraumesine
Mengebenadtbarter Elemerte zuordnet.

Eine Initial lesung| F(x) | die korrekt im Sinne der AusgakebedingungOist.

Wie bei den anderenAlgorithmentheorien kann man nun Axiome fur die Korrektheit von Lokalsudalgo-
rithmen aufstellenund durch logisthe Formeln prazisieren.Dabei kann die Konnektivit at der Nachbarsdaftss-
truktur nur wber einelteration der{ durch Omodi zierten { Nachbarsdaftsstrukturfunktion erklart werden,
die analogzur Interation von split in De nition 5.5.15wie folgt de niert ist.

De nition 5.5.34

Die k-facheIteration N§ einer NachlkarschaftsstrukturN: D R! Set(R) unter der Bedingung
O: D R! B ist de niert durch

[
N&(X,Y) if k=0 then fyg else N (x,t) |t2N(Xy) »~ O(xt) g

Mit dieserDe nition kennenwir nun einen Satz eber die Korrektheit von Lokalsudalgorithmen aufstellen.
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Satz 5.5.35 (Korrektheit von Lokalsuchalgorithmen)

Es seien spc=(D, R, I, O) eine keliebige Spgezi kation, (R, ) ein total geordneter (Kosten-)Raum,
cost:R! R, N:D R! Set(R) und F:D! R Das Programmpaar
FUNCTIONR,,(x:D):R WHEREX) RETURNS®B
SUCHIHATO(x,y) ~ 8t:R. O(x,t) ) cost(x,y) cost(x,t)
= Rs(x,F((X)
FUNCTION s (x:D,z:R):R  WHEREx) ~ O(x,y) RETURNS®
SUCHIHATO(x,y) ~ 8t 2N(x,y). O(x,t) ) cost(x,y) cost(x,t)
= if 8t 2N(x,z). O(x,t) ) cost(x,z) cost(x,t)
then z else Fs(x, arb(ft ]| t2N(x,z) ~ O(x,t) ~ cost(x,z)>cost(x,t) 0))

ist korrekt, wenn fur alle x2Dund y,t 2 Rdie folgendenvier Axiome erfullt sind

1. Korrektheit der Initial lesung:
F erfullt die Spezi kation FUNCTIONR (x:D):R WHEREXx) RETURN$ SUCHIHATO(X,y)

2. Re exivit at der Nachlarschaftsstruktur: 1(x) ~O(X,y) ) Yy2N(x\y)

3. Exaktheit lokaler Optima:

I(xX) ~O(xy) ) 8t 2N(x,y). O(x,t) ) cost(x,y) cost(x,t)
) 8t:R. O(x,t) ) cost(x,y) cost(x,t)

4. Erreichlarkeit gultiger Losungen: I(x) ~ O(x,y) ~ O(xt) ) 9k:IN. t 2NS(x,y)

Auf einenBeweisund die Bestreibung einerkonkreten Strategie zur Erzeugungvon Lokalsudalgorithmen
wollenwir an dieserStelleverzicdten. InteressierteLeserseienhierfur auf [Lowry, 1988,Lowry, 1991]verwiesen.

5.5.6 Vorteile algorithmisc her Theorien fer Syntheseverfahren

Praktische Erfahrungen mit bisherigenAnsatzen zur Programmsyriheseund vor allem der gro e Erfolg des
KIDS Systemshaben gezeigt,da ein Verfahrenzur Synthesevon Programmenmit Hilfe von Algorithmen-
sdemata eine Reihe praktischer Vorteile gegember anderen Syrtheseerfahren hat. Diese liegenvor allem
darin begrindet, da formale Sdlussenauf einem sehr hohen Abstraktionsniveau statt nden und auf die
Lesung von Teilproblemen abzielen, welche aus Erkenrntnissen uber Programmiertedniken erklarbar sind.
Die Hauptvorteile sind ein sehr e zientes Syntheseverfaten, die Erzeugunge zienter Algorithmenstruktu-
ren, ein wissenshsiertesVorgehenund ein sehr starkesformalestheoretischesFundament

Das Syrnthese\erfahrenist vor allem deshalbsoe zien t, weil der eigenliche Syntheseproze durch aufwen-
dige theoretisde Voruntersucungen erheblich ertlastet wird. Die tatsadliche Beweislast wird vom Ablauf
desSyrtheseerfahrensin seineEntwicklung { alsoin denEntwurf der Algorithmentheorienund ihren Korrek-
theitsbeweis{ verlagert, wo sie nur ein einzigesMal durchge®ihrt werdenmu . Zudemkann die Uberprefung
der schwierigeren Axiome einer Algorithmentheorie oft dadurch entfallen, da Tedniken zur Verfeinerung
vorgefertigter Teillosungenzur Verfegung stehen.Insgesamn ist ein soldhesVerfahrenerheblich zielgeriditeter
als andereund somit aud leichter zu verstehenund leichter zu steuern{ selbstdann, wenn nur wenig auto-
matische Unterstetzung bereitsteht. Die gewinsdite Kooperation zwischenMenschund Computer ist somit
erstmalig erreichbar: der Mensd kann sich tatsachlich auf Entwurfserischeidungenkonzerrieren wahrenddie
formalen Details durch den Computer (bzw. die Vorarbeiten) abgehandeltwerden.

Auch die erzeugtenAlgorithmen kennenerheblich e zien ter seinals solde, die zum Beispieldurch (reine)
Extraktion auskonstruktiven Beweisengewonnenwerdenkennen.Der Grund hierfer ist einfad: eswird eine
sehre ziente Grundstruktur vorgeggelen und nach Uberprefung der Axiome instantiiert. Fer die Erzeugung
der Algorithmen kennensomit alle bekannten Erkenrtnisse eiber gute Programmstrukturen eingesetztwerden.
Ine zien te Bestandteile,die sich in speziellenFallen ergelen, bestehenim wesetlichen nur aus Redundan-
zenund kennendurch adtr agliche Optimierungen beseitigt werden. Zudemist esohneweiteresmeglich, die
Sdematain nahezujeder beliebigenProgrammierspratie zu formulieren { alsozum Beispieldas Sthemafur
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Globalsutalgorithmen aus Satz 5.5.16aud in C, Pascal,Ei el, C++, LISP, ML, Prologoder einer Parallel-
verarbeitungssprabe auszudeicken. An dem entsprechendenSatz und seinemKorrektheitsbeweis weirde sich

nur wenig andern, da zusatzlich nur die konkrete Semarnik der Programmiersprabe in den Beweis integriert

werden mu, die zertrale Beweisideeaber nur von der algorithmischen Struktur abhengt. In den anderen
Syntheseparadigmenst der Ubergangauf eine andere Programmiersprabe verhaltnisma ig kompliziert, da
hier beliebige Programme mbersetzt werden meissen,ohne da man von Erkenrtnissen uber deren Struktur

Gebraut maden kann.

Syntheseerfahrenauf der Basisalgorithmischer Theorien sind die einzigenVerfahren,bei denenman wirk-
lich von einer Verarbeitung von Wissen spreden kann, da hier Erkenrtnisse mber Algorithmen als Theoreme
vorliegen.Wahrendalle Syrtheseerfahrenin der Lagesind, Lemmata eber vershiedeneAnwendungstereide
mehr oder wenigerexplizit zu verarbeiten, ndet die Verarbeitung von Programmierwissereigertlich nur bei
der Anwendung algorithmischer Theorien statt. Bei andersartigenVerfahrenist Programmierwissernbesten-
falls zu einem geringenAnteil { und audch nur implizit { in der Codierung der Synthesestrategieerthalten,
weldhe die Anwendung elemetiarer Inferenz- bzw. Transformationsregelnsteuert.

Dasformale theoretishe Fundameri ist die Basisall dieserguten Eigenstaften. Es sichert die Korrektheit
der erzeugtenAlgorithmen auf eine leicht zu verstehendeArt und Weiseund weist auch den Weg fur eine
unkomplizierte realisierungvon Syrthesestrategienmit einemProgramm- und Beweiserniwicklungssystem fer
einenuniversellenlogisthen Formalismus wie die intuitionistische Typertheorie.

5.6 Nachtr agliche Optimierung von Algorithmen

Algorithmen, die durch automatisierte Syrthese\erfahren aus formalen Spezi kationen erzeugtwurden, sind
nur seltenoptimal, da ein allgemeinesSyrtheseerfahren nicht auf alle Details des Problems eingehenkann,
weldhes durch den zu erzeugenderilgorithmus gelst werden soll. Zwangsku g bleiben nach der Synthese
gewisseRedundanzerund ine zien te Teilberedinungenzuredk, die ein gestulter mensdlicher Programmierer
sdnell als solthe erkennenweirde. Sieim Voraus zu vermeidenwerrde aber den eigertlichen Syrtheseproze
unnetig belasten,da die Sude nach anwendbarenUmformungenerheblidh ausgedehhund durch Heuristiken,
weldhe die E zienz bestimmter Teilkonstrukte bewerten, gesteuertwerden meisste. Stattdessenbietet essich
an, nachtragliche Optimierungen vorzunehmen,die von einem Mensden gesteuertwerden, und hierzu eine
Reihe von Grundtechniken bereitzustellen,weldhe die Korrektheit der Optimierungssaritte garartieren.

Programntransformationen zur Optimierung von Algorithmen sind ein gro es Forscungsgebietfer sic,
dasan dieserStellenicht ershepfendbehandeltwerdenkann. Wir wollen uns stattdessenauf die Besdireibung
einigereinfacer Optimierungstedniken konzeririeren, die sich gut in ein formalesSynthesesystemnintegrieren
lassen.Die meistendieserTedniken sind bereitsin dem KIDS System[Smith, 199Q Smith, 1991a]Jenthalten
und haben sich als sehr wirksame Hilfsmittel bei der wissensbasierterErzeugunge zien ter Algorithmen
aus formalen Spezi kationen erwiesen.Als Leitbeispiel verwendenwir eine naditr egliche Optimierung des
Lesungsalgorithnus fer das Costas Arrays Problem, den wir in Beispiel 5.5.26 auf Seite 266 syrnthetisch
erzeugthatten.

5.6.1 Simplik ation von Teilausdr eicken

Die einfadste aller Optimierungstediniken ist die Simpli k ation von Teilausdricken des Programmtextes.
Hierdurch sollen unnetig komplexe Ausdrecke durch logist aquivalerte, aber einfadhere Ausdreicke ersetzt
werden, wobei die BedeutungdieserAusdrudke und die algorithmische Struktur desProgrammskeine Rolle
spielen darf. Aus logister Sicht bestehenSimpli k ationen aus einer Anwendung gerichteter Gleichungen
als Rewrite-Regeln (z.B. durch Substitution oder Lemma-Anvendung). Dabei unterscheidet man kontextu-
nabhangigeund kontextabmngige Simpli k ationen.

Bei kontextunabhangigen(CI-) Simpli k ationen wird aussalie lic h der zu vereinfahiende Teilausdrudk
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betrachtet und mit Hilfe von Rewrite-RegelnohneVorbedingungensolangeumgesabrieben, bis keineVe-
reinfachungsregelmehr angevandt werdenkann. Sowird zum Beispielder Ausdrudk az2(x.[]) (b.L)
mit den Lemmata aus Appendix B.2 wie folgt sdritt weisevereinfatt werden.

az(x.[) (b.L) 7' azx.(] (b.L)) 7'azx.b.L) 7!a=x _ az2b.L 7! a=x _ a=b _ azlL

Bei kontextabhangigen(CD-) Simpli k ationen werdenbedingte Rewrite-Regeln bzw. bedingte Gleichun-
genfur die Vereinfadiung einesTeilausdrudks eingesetzt.Hierbei spielt { wie der Name bereits andeutet
{ der Kontext deszu vereinfahendenTeilausdruds eine wesetlic he Rolle, denn hierausergibt sich, ob
eine bedingte Gleichung wie a2S~p(a) ) 8x2S.p(x) , 8x2S-a.p(x) aufeinengegelenen
Ausdruck eberhaupt anwendbar ist.

Der Kontext wird dabei im Vorausdurch eine Analyse desabstrakten Syntaxbaumesbestimmnt, in dem
sich der Teilausdruk be ndet, wobei Ausdreicke wie z.B. der Test einer Fallunterscheidung, benadbarte
Konjunkte in einem generellenSet-Former f f(x) | x2S~ p(x) ~ q(x) g oder die Vorbedingungender
WHERKausel zum Kontext gehsren.

Eine der wesetlichen Aspekte der kontextabhangigen Simpli k ation ist die Elimination redundarter
Teilausdricke im Programmcale wie zum Beispiel die Uberprefung einer Bedingung, die bereitsin den
Vorbedingungendes Programmsauftaucht.

Ublicherweisewird eineSimpli k ation in Kooperation mit einemBenutzer desSystemsdurchgefhrt. Dieser
gibt an, weldche konkreten Teilausdricke vereinfadit werdensollenund weldher Art die Vereinfadung seinsoll.
Hierdurch erspart man sich die aufwendige Sude nach simpli zierbaren Teilausdricken, die einemMensden
beim erstenHinsehensofort au allen. Wir wollen diesan unseremLeitb eispielillustrieren.

Beispiel 5.6.1 (Costas Arra ys Algorithm us: Simplik ationen)

In Beispiel 5.5.26hatten wir den folgendenAlgorithmus zur LesungdesCostasArrays Problemsdurch
Instantiierung einesGlobalsut-Sdiemaserzeugt.

FUNCTIONCostas (n: Z):Set( Seq(Z)) WHERE 1
RETURNSp | perm(p,f1..n g) ~ 8j 2domain(p).nodups(dtrow( p.,j)) g

if |nodups(l) ~ 8j 2domain([]).nodups(dtrow (I .j)) |
then Costasgs(n,[]) else ;

FUNCTIONCostasgs (n: Z,V:Seq( Z)):Set( Seq(Z) )
WHERE 1 ~ range(V) fl.n g ~ nodups(V) ~ 8j 2domain(V).nodups(dtrow( V,j) )
RETURNSp | perm(p,fl.n g0 ~ Wp ~ 8j 2domain(p).nodups(dtrow( p,))) 9
= fp||p2fVvg| ~ perm(p,fl.n g) ~ 8 2domain(p).nodups(dtrow( p,j)) g
[

[ f Costasgs(n,W) | ‘\/\2fVi|i 2f1..n gg|~» nodups(W) ~ 8j 2 domain(W).nodups(dtrow( W,j)) g

In diesemAlgorithmenpaar gibt eseine Reihe o ensichtlicher Vereinfacwungsmeglichkeiten, die im Pro-
grammtext umrandet wurden. So ist nach Lemma B.2.24.1 nodups([]) immer gultig®® und ebenso
8j 2domain([]).nodups(dtrow ([], j)) nach LemmaB.2.21.1und B.1.11.1.der gesante umrandete
Ausdrudck vereinfadit sich somit zu true , was zur Folge hat, da das Konditional

if nodups([]) ~ 8 2domain([]).nodups(dtrow ([], j)) then Costasgs(n,[]) else ;

35DiesesLemma zu nden ist nicht schwer, da der au ere Operator nodup und der innere Operator [] zusammeneindeutig
bestimmen, welches Lemma eiberhaupt anwendbar ist. Bei einer entsprechenden Strukturierung der Wissensbankkann dieses
Lemma in konstanter Zeit gefundenwerden.
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insgesarh zu Costasgs(n,[])  vereinfatit werdenkann. Auf ahnliche Weiselassensich audh die anderen
umrandeten Ausdreicke mit den Gesetzenendlicher Mengenund Folgen vereinfaten. Die Anwendung
kontextunabheangiger Vereinfadciungen fehrt somit zu dem folgendenvereinfatten Programmpaar.

FUNCTION ostas (n: Z):Set( Seq(z)) WHERE 1
RETURNSp | perm(p,fl..n g) ~ 8j 2domain(p).nodups(dtrow( p,j )) g
= Costasgs(n,[])
FUNCTION ostasgs (n: Z,V:Seq( Z)):Set( Seq(Z) )
WHERE 1 ~ range(V) fl.n g ~ |nodups(V)| ~ |8 2domain(V).nodups(dtrow(V ,j))

RETURNSp | perm(p,fl.n g) ~ Wp ~ 8 2domain(p).nodups(dtrow( p,j )) g
= (if perm(V,fl1.n g0 ~ 8j 2domain(V).nodups(dtrow(V,j )) then f\Vg else ;)

[ f Costasgs(n,V i) |i 2fl.n g~ |nodups(Vi) | » ‘8j 2 domain(V i).nodups(dtrow(V i,j)) ‘g

Das aufrufende Hauptprogramm kann nun nicht mehr weiter vereinfatit werden. In der Hilfsfunktion
Costasys bietet sich an vielen Stellenjedoch einekontextabhangigeVereinfadung an, daim Programm-
code eine Reihevon Bedingungengeprift werden,die bereitsin den Vorbedingungengenant sind. Die
zusammengeorigen Ausdrecke und ihre relevanten Kontexte sind durch gleichartige Markierungen ge-
kennzidnet, wobei ein Kontext durchaus mehrfad Verwendung nden kann. Soist zum Beispiel der
Ausdruck perm(V,f1..n g) aquivalert zu range(V) fl.ng ~ fl..n g range(V) ~ nodups(V). Da
zwei dieserdrei Klauseln bereitsin denVorbedingungengenant sind, kann perm(V,f 1..n g) im Kontext
der Vorbedingungenzu dem Ausdruck f1..n g range(V) vereinfadit werden. Auf ahnliche Art kennen
wir audch die anderenmarkierten Teilausdricke vereinfadien und erhalten als Ergebniskontextabhangi-
ger Simpli k ationen.

FUNCTIONC ostas (n: Z):Set( Seq(Z)) WHERE 1
RETURNSp | perm(p,fl..n g) ~ 8j 2domain(p).nodups(dtrow( p,j )) g
= Costasgs(n,[])

FUNCTIONCostasgs (n: Z,V:Seq( Z)):Set( Seq(Z) )

WHERE 1 ~ range(V) fl..n g ~ nodups(V) ~ 8j 2domain(V).nodups(dtrow(V, j))
RETURNSp | perm(p,f1.n g) ~ Wp ~ 8j 2domain(p).nodups(dtrow( p,j )) 9

= (if f1.n g range(V) then f\g else ;)

[ f Costasgs(n,V i) | i 2f1..n grrange(V) ~ 8j 2domain(V). (V[|V|+1-]]-i) edtrow(V,)) g

5.6.2 Partielle Ausw ertung

Eine besonderéArt der Vereinfatung bietet sich immer dann an, wennin einemAusdrudk Funktionen mit ei-
nemkonstartem (Teil-)Argument vorkommen.Dieslegt denVersud nahe,dieseFunktion soweit wie meglich
im voraus auszwverten, also eine sogenante Partielle Auswertung[Bjorner et.al., 1989 oder Spezialisierung
[Sdherlis,198] des Programms bereits zur Entwurfszeit vorzunehmen.Dies erspart die ensprechenden Be-
recdhnungen zur Laufzeit desProgramms.

Bei funktionalen Programmenbesteh partielle Auswertung®® ausdem simplen Au alten einer Funktions-
de nition, gefolgt von einer Simpli k ation. Dies wird so lange durchgefihrt, wie konstarte Teilausdrick vo-
rhandensind. Wir wollen diesan einemeinfacen Beispielillustrieren.

36Dies dedkt natwrlich nicht alle Meglichkeiten ab, bei denen eine partielle Auswertung meglich ist. Auch Operationen mit
mehreren Argumenten, von denen nur eines konstant ist, kennen mit den aus der Literatur bekannten Tedniken behandelt
werden. Zudem ist bei imperativen Programmen die partielle Auswertung deutlich aufwendiger, da Zustande von Variablen
berecksichtigt werden messen.
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Beispiel 5.6.2

Ein Teilausdruk der Form |[4;5] V|, wobei V ein beliebiger Programmausdru& { zum Beispiel eine
Variable { ist, kann wie folgt partiell ausgewertet werden.

[[4;5] V]| Au alten der De nition von concat
=14. (5] V)| Au alten der De nition von concat
=14. 5. (1 W) Au alten der De nition von concat
= 14. (5. V)| Au alten der De nition von length
=1+|5 V| Au alten der De nition von length
=1+1+]\V| arithmetische Simpli kation
=2+ |V

Wie beiden Simpli k ationenmu der auszwertende Teilausdruk durch den Berutzer ausgevehlt werden.
In einfacdhen Fallen dedt sich die partielle Auswertung mit der kontextunabhangigenSimpli k ation, da hier
das Au alten der Funktionsde nition einer Lemma-Anwendung gleicthkomnt. Die wirklichen Starken der
partiellen Auswertung kommendaher erst bei der Behandlungneu erzeugterFunktionen zum Tragen.

5.6.3 Endlic he Di erenzierung

In manden Programmenwerdeninnerhalb einer Schleife oder einer Rekursion Teilausdricke beredinet, de-
ren Hauptargumert die Sdleifervariable (bzw. ein Parameter desrekursiven Aufrufs) ist. DieseBeredinung
kann vereinfadit werden, wenn ein Zusammenhangzwisden der Anderung der Scleifervariablen und dem
beretineten Teilausdrudk festgestellt werden kann. In diesemFall lohnt es sich namlich, den Teilausdrud
inkrementel zu beredinen, anstatt die Beredinung in jedem Sdleifendurdilauf neu zu starten. Dies kann zu
einer signi kanten Beshleunigung der Beredinung fehren.

Soverbraudit zum Beispieldie Beretcinungvonf 1..n grrange(V) in der Hilfsfunktion Costasys ausBeispiel
5.6.1in etwa |V|*n Sdritte. Berecksichtigt man jedoch, da bei jedem rekursiven Aufruf von Costasys die
Variable V durch Vi ersetzt wird, so lie e sich die Beredinung dadurch vereinfahen, da man eine neue
Variable Pool einfuhrt, welthe die Mengef 1..n gorange(V) inkremertell verwaltet. Bei einem rekursiven
Aufruf braucht Pool dannnur entsprechendder Anderungvon Vin Pool-i umgevandelt werden,waserheblic
sdneller zu beredinenist.

Die soeben angedeuteteTednik, durch Einfehrung einer zusatzlichen Variablen eine inkremertelle Be-
rechnung wiederkehrender Teilausdricke zu ermeglichen, heit in der Literatur endiche Dier enzierung
[Paige,1981, Paige & Koenig,1982],da eben nur noch die di erentiellen Veranderungenweahrend einesRe-
kursionsaufrufesberedinet werden messen.Im Kontext funktionaler Programmelat sich endliche Di eren-
zierungin zwei elemetarere Operationen zerlegen namlich in einer Abstraktion uber einen Teilausdruckund
eineansdlie ende Simpli k ation.

Die Abstraktion eines Algorithmus f mit der Variablen x uler einen Teilausdruck E[x] erzeugteinen
neuenAlgorithmus f © der zusatzlich zu den Variablen von f eine neue Variable ¢ besitzt. Die Vorbe-
dingungvon f wird um c=E[x] erweitert und im Funktionskerper wird jeder Aufruf der Gestalt f (t[x])
durch f qt[x], E[t[x]]) ersetzt.In ahnlicher Weisewird aud jeder externeAufruf der Gestaltf (u) durch
fQu, E[u]) ersetzt.

Eine Abstraktion transformiert also eine Mengevon Programmender Gestalt
FUNCTION... WHERE. RETURNS. SUCHTHAT... = ... f(u) ...

FUNCTION (x: D): R WHERE[x] RETURN$ SUCHTHATOIX; Y]
= . EX ... fUX]) ...

in die folgendeMengevon Programmen
FUNCTION... WHERE. RETURNS. SUCHTHAT.. = ... fQu,E[u]) ...
FUNCTIONYx:D,c:D%: R  WHERE[X] » c=E[x] RETURN$ SUCHTHATOIX; Y]
= ... E[X] .. fqx],ELX] ..
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Die ansdlie ende Simpli k ation bestirankt sich auf die Berudksichtigung der neu ertstandenen Glei-
chung c=E [x], die als Kontext der Teilausdmricke desProgrammkerpers von f ° hinzukomnt.
Kontextabhangige Simpli k ation wird nun gezielt auf alle Teilausdricke der Form E[t[x]] angevandt,
wobei vor allem versudit wird dieseTeilausdmricke in die Form t9E[x]] umzuwvandeln. Ansdlie end wird
jedesVorkommenvon E[x] zu c vereinfadt.

Wiederist esder Berutzer, der denkonkretenTeilausdrudk E [x] auswahlt, mit demendliche Di erenzierung
durchgewhrt werdensoll. Wir wollen diesan unseremLeitbeispielillustrieren.

Beispiel 5.6.3 (Costas Arra ys Algorithm us: Endlic he Di erenzierung)
Mit denin Beispiel5.6.1durchgetkihrten Vereinfaciungenhatten wir folgendeVersiondesCostasArrays
Algorithmus erzeugt.

FUNCTIONC ostas (n: Z):Set( Seq(Z)) WHERE 1
RETURNSp | perm(p,fl..n g) ~ 8j 2domain(p).nodups(dtrow( p,j )) g
= Costasgs(n,[])

FUNCTIONCostasys (n: Z,V:Seq( Z)):Set( Seq(Z) )
WHERE 1 ~ range(V) fl..n g ~ nodups(V) ~ 8j 2domain(V).nodups(dtrow(V, j))
RETURNSp | perm(p,f1.ng) ~ Wp ~ 8j 2domain(p).nodups(dtrow( p,j )) 9

= (if fl.n g range(V) then f\g else ;)
~ 8 2domain(V). (V[[IVI+1 [l-)  sadtrow(V,) g

[ f Costasgs(n,V i) | i z‘fl..n gnrange(V)
Ein gesbter Programmierererkennt relativ scnell, da die standigeNeuberetinung vonf 1..n grrange(V)
den Algorithmus unnetig ine zien t werdenlat. Ebensoeber essigist die Beredinung von |V|+1, die
sich ebenfalls nur inkremertell andert. Beide Ausdreicke werden vom Berutzer gelennzeitinet. Nach
(zweimaliger) Anwendungder endlichen Di erenzierung ergibt sich dann folgendesProgrammpaar.

FUNCTIONCostas (n: Z):Set( Seq(Z)) WHERE 1
RETURNSp | perm(p,fl..n g) ~ 8j 2domain(p).nodups(dtrow( p,j )) g
= Costasgsy(n,[], fl.n g1)

FUNCTIONCostasgs> (n: Z,V:Seq( Z), Pool:Set( Z),Vsize: Z):Set( Seq(Z))
WHERE 1 ~ range(V) fl..n g ~ nodups(V) ~ 8 2domain(V).nodups(dtrow(V, j))
~ Pool = f1..n grrange(V) ~ Vsize = |V|+1
RETURNSp | perm(p,fl.n g) ~ Wp ~ 8 2domain(p).nodups(dtrow( p,j )) 9
= (i[f Pool=; then f\g else ;)
[ f Costasgsa(n,V i,Pool i,Vsize+l) | i 2Pool ~ 8 2domain(V). (V[Vsize-j]-i) edtrow(V,j)) g

Man beadite, da hierbei f1..n g range(V) in f1..n grrange(V)=; umgewandelt und dann durch
Pool=; ersetztwurde. Genausokennte man in dem neuenKontext auch domain(V) zu f 1..Vsize-1 g
vereinfatien, was aber gezielt gesbehenmessteund keinengro en Gewinn bringt.

Durch die endliche Di erenzierung werden mbrigens audh sinnvolle neue Datenstrukturen und Konzepte
eingetihrt, dieim Algorithmus bishernicht verarbeitet wurden. Soist zum Beispieldie Verwaltung einesPools
von Werten, die noch als megliche Erganzungder FolgeV berutzt werdenkennen, ein wichtiges Konzept, das
auch einemmensalichen Programmierersdnell in den Sinn kommenkennte. Hier wurde esnun durch eine
allgemeineOptimierungstedinik naditr aglich in den Algorithmus eingesigt.

5.6.4 Fallanalyse

In Programmen, die Konditionale der Form if P then e; else e, vorkommen, mag es sinnvoll sein, die
Fallunterscheidung mit P auf den gesanten Programmkerper auszwveiten, um so weitere kontextabhangige
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Simpli k ationen durchfehren zu kennen. Durch eine solde Art der Fallanalyse kennte man zum Beispiel
heraustekommen,da die Funktion Costasys, niemalsaufgerufenwird, wenn Pool=; ist, und die beidenmit
[ verbundenenTeilausdricke somit disjunkte Falle bestireiben.

Die einfachste Tednik der Fallanalyseuber einer BedingungP besteht darin, einenTeilausdru& E durch
if P then E else E zuersetzerund ansdilie end kontextabhangigeSimpli k ationen auf beideninstanzen
von E auszubhren. Auch dieswollen wir an unseremLeitb esipielillustrieren.

Beispiel 5.6.4 (Costas Arra ys Algorithm us: Fallanalyse)
Nad der endlichen Di erenzierung hatte der CostasArrays Algorithmus die folgendeForm.

FUNCTIONCostas (n: Z):Set( Seq(Z)) WHERE 1
RETURNSp | perm(p,fl..n g) ~ 8j 2domain(p).nodups(dtrow( p,j)) g
= Costasgsy(n,[], fl.n g1l)

FUNCTIONCostasgs, (n: Z,V:Seq( Z), Pool:Set( Z),Vsize: Z):Set( Seq(Z))
WHERE 1 ~ range(V) fl.n g ~ nodups(V) ~ 8j 2domain(V).nodups(dtrow( V,j) )
~ Pool = fl..n grrange(V) ~ Vsize = |V|+1
RETURNSp | perm(p,fl..n g0 ~ Wp ~ 8 2domain(p).nodups(dtrow( p,j)) d

= (ilf then f\g else ;)

[ f Costasgsy(n,V i,Pool i,Vsize+l) | i 2Pool ~ 8j 2domain(V). (V[Vsize-j]-i) sdtrow(V,)) g

Eine Fallanalyse des Programmkerpers vgn Costasgs, ®ber der markierten Bedingung Pool=; fehrt
dazu,da im positiven Fall der Ausdrudk  f Costasgsy(....) |1 2; ~ .. g ensteht, der wiederum

zu ; vereinfadt werden kann. Damit haben wir in beiden Fallen eine Vereinigung mit einer leeren
Menge,was zu der folgendenvereinfatiten VersiondesAlgorithmus fehrt.

FUNCTIONCostas (n: Z):Set( Seq(Z)) WHERE 1
RETURN®py | perm(p,f1..n g) ~ 8 2domain(p).nodups(dtrow( p.j)) 9
= Costasgsy(n,[], fl.n g1l)

FUNCTIONCostasgs> (n: Z,V:Seq( Z), Pool:Set( Z),Vsize: Z):Set( Seq(Z))
WHERE 1 ~ range(V) fl.n g ~ nodups(V) ~ 8j 2domain(V).nodups(dtrow( V,j) )

~ Pool = fl1..n grrange(V) ~ Vsize = |V|+1
RETURNSp | perm(p,f1.n g) ~ Wp ~ 8j 2domain(p).nodups(dtrow( p,j)) ¢
= if Pool=;
then [Vg

else f Costasgs2(n,V i,Pool i,Vsize+l) | i 2Pool » 8] 2domain(V).(V[Vsize-j]-i) sdtrow(V,)) g

5.6.5 Daten typverfeinerung

Mit den bisherigen Tedniken haben wir vor allem die Meglichkeiten einer algorithmischen Optimierung
syrthetisierter Programme bestirieben. Dareberhinaus kann man aber noch weitere E zienzsteigerungen
dadurch erhalten, da man fur abstrakt de nierte Datentypen wie Listen, Mengen, Graphen etc. und ihre
Operationeneine Implemertierung auswahlt, die fer den konkreten Algorithmus besondergyeeignetist.

So kennen endliche Mengen zum Beispiel durch Listen, Felder (Bitv ektoren), Baume, charakterististhe
Funktionen etc. implemertiert werden. Listen wiederumkennenin vowarts oder reckwarts verketteter Form
dargestellt werden. Weldhe dieser Implemertierungen fer eine konkrete Variable des Algorithmus gewahit
werden sollte, hangt dabei im wesetlichen von den damit verbundenenOperationen ab. So emp ehlt sich
eineruckwarts verkettete Liste immer dann, wennviele Append-Operationenim Algorithm us vorkommen,was
innerhalb von Costasgs, zum Beispielfur die Variable V gilt. Felderfur endliche Mengensind empfehlens\ert,
wenndiese{ wie die Variable Pool { eineMaximalgre e nicht ebersdireiten und hau g die 2 -Relation getestet
wird.
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Die Wahl einer konkreten Implemertierung fer ein abstrakt de niertes Konstrukt nenrt man Datentyp-
verfeinerung [Stonberg et.al., 1981 Blaine & Goldberg,1990a Blaine & Goldberg,1990b].DieseTednik ist
sehr sicher, wenn das Syrtheseystemeine Reihe von Implemertierungen fur einen abstrakten Datentyp {
sowie die ewvertuell netigen Konversonsogrationen{ bereithalt, ausdenenein Berutzer dann separatfer jede
einzelneVariable eine Auswahl tre en kann. Da die richtige Wahl einer Implemertierung sehrstark von einer
Einschatzung der Hau gk eit bestimnter Operationenabhangt, kann siebishernur besdirankt automatisiert®”
werden.

5.6.6 Compilierung und sprachabh angige Optimierung

Die letzte Meglichkeit zu einerOptimierung von syrthetisch erzeugtenAlgorithmen bestelt in einer®bersetzung
der Algorithmen in eine konkrete Programmiersprabe, die e zien ter zu verarbeiten ist als die abstrakte
mathematisdhe Sprade, in der alle anderen Sdritte stattgefunden haben. Dieser Sdhritt  sollte erst dann
ausgetihrt werden, wenn alle anderenMeglichkeiten ausgesiopft wurden, da eine algorithmische Optimie-
rung nad einer Ubersetzungerheblidh scwerer ist. Spradabhangige Optimierungen kennenim Ansdlu
daran durchgetihrt werden, wobei man sich allerdings auf die in einen Compiler der Zielsprade eingebauten
Meglichkeiten bestiranken sollte.

5.7 Diskussion

Wir haben in diesemKapitel die versdiedenenTedniken zur Erzeugung e zien ter Algorithmen aus ih-
ren formalen Spezi kationen vorgestellt und aufgezeigt,wie diese Methoden in einen allgemeinenlogisden
Formalismus wie der Typerntheorie desNuPRL Systemsintegriert werden kennen. Damit sind wir unserem
uspreinglichem Ziel, durch Verfahren zur rechnergeseitzten Softwareeriwicklung eine Antwort auf die Soft-
warekrisezu nden, einendeutlichen Sdritt nahergelommenund mehr oder weniger bis an den derzeitigen
Stand der Forsdungenvorgedrungen.

Es hat sich herausgestellt,da Programmsyrthese\erfahren prinzipiell notwendig sind, um die derzeitige
Praxis der Programmierungzu verbessernund im Hinblick auf die Erzeugungkorrekter und wiedenerwendba-
rer Software zu unterstutzen. Trotz einiger spektakularer Teilerfolge® sind Programmsynhesesystemgedoch
noch weit davon ertfernt, Marktreife zu erlangen. Zu viele Fragen{ vor allem im Hinblick au die Erzeu-
gung formaler Spezi kationen und die Syrthese komplerer Systeme{ sind noch ungekiart und das Gebiet
deswissenshsierten Softwae-Eingineering ist mehr dennje ein zukunftstractiges Forsdungsgebiet,dasvon
fundamertaler Bedeutungfer die Informatik ist.

Unter den bisherigenAnsatzen ersteint der Weg eiber algorithmische Theorien der sinnvollste zu sein, vor
allem weil der die Starken der Paradigmen\Beweiseals Programme" und \Synthesedurch Transformationen”
auf einem hohen Abstraktionsniveau miteinander zu verbinden wei und dem Ideal der wissenshsierten
Programmsyrthese am nadisten kommt. Bei diesemAnsatz mu allerdings der Gefahr begegnetwerden,

S’Dadurch, da die Implemertierung jedoch automatisch erstellt wird, bietet sich die M eglichkeit einesexperimertellen Vorge-
hensan, bei dem man das Laufzeitverhalten versciedenerimplementierungen einer Variablen im konkreten Fall austestet und
anhand dieser Erkenntnisse seineWahl trit. Die Testergebnissekennen hierbei jedoch nur einen Hinweisdarakter haben und
eine grendliche Analyse desentstandenen Algorithm us nicht ersetzen.

38Dje Spradhe LISP ist hierfur am besten geeignet, da unsere abstrakte mathematische Spradhe ebenfalls funktional ist und
somit kein Paradigmenvedsel statt nden messte.Da LISP auf gre eren Computern mittlerw eile genausosdnell ist wie andere
gangige Programmiersprachen, besteht auch kein Grund, eine andere Zielsprache zu wahlen, solangeder generierte Algorithm us
nicht in ein festes Softwarepaket eingebaut werden soll. Die Ubersetzungin andere Zielspracdhen wird daher erst bei einem
kommerziellen Einsatz von Programmsynthesesystemerrelevant werden.

3%Eine weitestgehendvom KIDS-System geleistete Neuertwicklung des Programms, mit dem z.B. die amerikanische Armee
ihre Transporte bei Einsatzen in Uberseeplant, konnte den bisher hierzu verwendeten Algorithm us bei realistischen Testdaten
um den Faktor 2000(!) besdleunigen (siehe[Smith & Parra, 1993). Man vermutet, da alleine durch diesenEinzelerfolg soviele
Millionen von Dollar eingespartwerden kennen, wie die Entwicklung von KIDS gelostet hat.
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durch einevon logisthen Kalkellen losgebste\v on Hand Codierung" der entspredhendenSpezialstrategiendie
Vorteile wieder aufs Spiel zu setzen.Im Ende ekt kann nur eine Integration diesesAnsatzesin ein formales
Beweisenwicklungssysem wie NUPRL die notwendige Sicherheit und Flexibilit at garartieren, die man sich
von der rechnergestitzten Softwareenwicklung erho t.

Hierzu ist allerdingsnoch eine MengeArbeit zu leisten. Somu zum Beispiel einegro e Wissenslank auf-
gebautwerden,um eineSynthesevon Algorithmen ausversdiedenstenAnwendungstereiden zu ermeglichen.
Diesbedeutetnicht nur die Formalisierungund Veri k ation von Wisseneber die Standard-Anwendungstereide,
mit denensich die Informatik-Literatur bestaftigt,*° sondernaud Tedniken zur e zenten Verwendung
diesesWissensals Rewrite-Regelnund Methoden zur e zienten Strukturierung der Wissenslank in Teiltheo-
rien, die einen schnellen und gezieltenZugri auf diesesWissen unterstetzen. Auf der anderen Seite sind
neben den einfadhen Rewrite-Tedniken, die an sich sdion sehrviel zum praktischen Erfolg von Syrthesesys-
temen beitragen, eine Reihevon Beweisverfahen in dasallgemeineSystemzu integrieren. Hierzu geheren vor
allem ein konstruktives pradikatenlogisties Beweiswerfahren, allgemeinelnduktionstechniken, und naterlich
auch anwendungsspzi sche Beweismethalen, weldhe die besonderenDenkweisen bestimnter Theorien wi-
derspiegeln All dieseTedniken sind mehr oder wenigerals Taktiken zu modellieren, wenn siein ein einziges
Systemintegriert werden sollen. Mit einem derartigen Fundamert kennen dann die in diesemKapitel bes-
prochenen Syntheseverfaten und Optimierungstechniken in das allgemeineSystemeingelettet werden. Mit
der in Absdnitt 5.5.3vorgestelltenVorgehenswiseist diesauf elegare und naterliche Art meglich: die For-
malisierungder Strategien enspricht dannim wesemlichen ihrer Besdreibung auf dem Papier und benetigt
keine gesonderteCodierung.

Im Hinblick auf praktischeVerwendlarkeit messenProgrammsyrihesesystemeviele einandersdeinbar wi-
derspretiende Bedingungenerfellen. Somu die interne Verarbeitung von Wissen naterlich formal korrekt
sein,um die geforderte Sicherheit der erzeugtenSoftware zu garartieren. Nach au en hin aber sollte so we-
nig formal wie meglich gearteitet werden,um einem\normalen” beruzter den Umgang mit dem Systemzu
ermeglichen. Der in Abschnitt 4.1.7.2angesprehene Display-Medanisimus ist ein erster Ansatz, die Brecke
zwisden diesenbeiden Anforderungenzu bauen.Diesmu jedoch erganzt werdenum eine ansdauliche gra-
phische Unterstetzung bei der SteuerungeinesSyrtheseprozesseslamit sich auch ungesbte Berutzer zeigig in
den Umgangmit einem Softwarentwicklungssystemeinarbeiten kennen.In diesemPunkte sind wissenshaft-
liche Programme leider weit von dem ertfernt, was man von einem modernen Berutzerinterface erwarten
kann.

Meglichkeiten zur Mitarb eit an Systemenfer eineredinergeseitzte Softwareeriwicklung gibt esalsomehr
als gerug. Dies setzt allerdings ein gewissednteresseferr eine Verkneipfung von theoretishe Grundlagenund
praktischen Programmierarkeiten voraus, also Formale Denkweise,Kenntnis logisder Kalk eile und Abstrak-
tionsvermegenauf der einenSeite sowvie Kreativit at, Experimertierfreudigkeit und Ausdauerauf der anderen.
Da Forsdungstatigkeiten immer auch an die Grenzendes derzeit Machbaren und der eigenenFahigkeiten
heranfihren, Unzulanglichkeiten der zur Verfugung stehendenHilfsmittel sdnell o enbar werden und sich
Fortschritte nicht immer so sdnell einstellen, wie man dies gerne hatte, ist auch ein gehsriges Ma von
Frustrationstoleranz eine wesetlliche Voraussetzunger einenErfolg.

4OMan messte mindestens 500 De nitionen und 5000 Lemmata aufstellen, um ein Wissen darzustellen, was dem eines
Informatik-Studenten nach dem Vordiplom gleichkommt.



